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Teorema de Bachet-Bézout para polinomios

Se f(z) = g(x) = 0, entdo o resultado segue de modo trivial. Suponha entdo que os
polindmios f(z) e g(z) sejam nio nulos.

Seja o conjunto

I(f,9) = {f(x)m(x) + g(x)n(x)|m(z),n(r) € Klz]}.

Seja d(z) = f(x)mo(z) + g(x)no(x) o polindmio mdnico de menor grau no conjunto
I(f,9)-
Veja que d(z) divide todos os polindmios de I(f, g). De fato, dado p(x) = f(z)m(z)+

g(x)n(x), sejam q(x) e r(z) tais que

p(x) = d(x)q(z) +r(x)

com deg r < deg d (fato esse garantido pelo algoritmo da divisio).

Assim, r(x) = p(x)—d(x)q(z) = f(z)m(x)+g(z)n(z)—(f(@)mo(r)+g(x)n(r))q(z),
logo
r(z) = f(x)(m(x) —mo(z)q(x)) + g(x)(n(x) — no(x)q(z)) € I(f,9)

Por outro lado, seja a o coeficiente lider de (). Assim, se r(x) € I(f,g), também
temos que 7(z) = ir(z) € I(f, g).



Portanto, temos que deg 7 = deg r < deg d e mais, 7 € mbnico. Absurdo, pois o

polindmio d € o tinico com tal propriedade.
Portanto, r(z) = 0 e temos que d(z) divide todos os polinémios de I(f, g).

Em particular, como f(z) e g(x) sio elementos de I(a, b) temos que d(x) divide cada
um deles. Logo, deg d(x) < deg mdc(f(x), g(z)).

Por outro lado, mde(f(x), g(x)) divide f(z) e g(x), consequentemente, divide f(z)mo(z)+
g(x)ng(z) = d(z). Logo, deg mdc(f(x), g(x)) < deg d(z).

Portanto, segue que deg mdc(f(z), g(x)) = deg d(x) e assim,

f(x)ym(x) + g(z)n(r) = d(z),

em que d(z) é o maximo divisor comum entre f(z) e g(z).



Exercicio 1.5, lista 6.

Podemos escrever f(z) = 271 + ...+ 2 + 1 como
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Simplificando, obtemos
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Com excegio do coeficiente lider, todos os coeficientes deste polindmio sdo multiplos

de p, sendo que o termo independente ( ) = p ndo é multiplo de p?.

Portanto, Pelo critério de Eisenstein, f(x + 1) é irredutivel em Z[z] e, portanto, f(x)

também o é.

Sendo assim, pelo Lema de Gauss segue que o polindomio f(z) € irredutivel em Q[z]



