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Nas incluses N C Z C Q C R, a passagem de Q para R é a que
exige conceitos e ferramentas mais elaboradas.

Todo nimero real pode ser bem aproximado por niimeros
racionais, por meio de representacoes decimais.

Uma outra maneira de representar niimeros reais é através de
representacdes por fracées continuas, que sempre fornece
aproximacdes racionais surpreendentemente boas e
conceitualmente simples.
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Definimos recursivamente:
ag=x e ap=|an]

e se ap ¢ Z, entdo tomamos para todo n € N

1

Qpt1 =
n — dn
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FracOes continuas

Se para algum n, a, = a,, temos entdo

1
X =ap = [ag; a1, - - - , an| =a——1 —
an+_—7—
ar+
+E
Caso contrario, denotamos
1
x = [ag; a1, ..., an] =a——— —
an+_—
a+—

Tal representacido é chamada de representacdo por fracoes
continuas de x.
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Uma interpretacao geométrica para esta representacao é a seguinte:

Enchemos um retdngulo com quadrados de forma a preencher o
maior espaco, isto é, colocando o maior quadrado possivel dentro
do espaco ainda livre.
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Observacao:
1) Se a representagdo por fragdes continuas de x for finita entdo x

é racional.
2) Se x € Q, sua representagdo serd finita, e seus coeficientes aj,
sdo obtidos do algoritmo de Euclides: se x = g, com q > 0, temos

p=aq+n 0<n<gq
q=an+n 0<m<n

n=an+r 0<n<n

'n—1 = anln
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Temos entao:

Portanto, x = [ap; a1, . . ., an].

Isso mostra uma das vatagens dessa abordagem em relac3do a
decomposicao decimal, isto é, ndo é necessario escolhas artificiais
de base.
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Teorema

Dada uma sequéncia (finita ou infinita) to, t1, t2,... em R tal que
tx > 0, para todo k > 1, definimos as sequéncias (xm) € (ym) por

Xo = to,¥o = 1,x1 = tot1 + 1, y1 = tq,

Xm+2 = tmoXm+1 + Xmy Ym+2 = tm+2Ym+1 + Ym,

para todo m > 0.

Temos entao

X
[to;tl,tg,...,tn] = to—l =—, VYn>0.
b+ ——
2+

Além disso, Xp+1Yn — XnYnt+1 = (—1)" , para todo n > 0.
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3) Fragdes continuas podem ser utilizadas para estimar/aproximar
ndmeros irracionais (Teoremas de Hurwitz, Markov e Dirichlet).

Sugestoes de leitura:

[1] C. G. Moreira, Geometric properties of the Markov and
Lagrange spectra. Preprint-IMPA-2009
https://arxiv.org/pdf/1612.05782.pdf

[2] J. C. Paixdo. Sucessdes e Fragdes Continuas. Gazeta de
Matematica, Escola ES/3 de Maria Lamas
http://gazeta.spm.pt/getArtigo?gid=358

[3] J. C. Paixdo Fracgdes Continuas no Ensino Pré-universitério.
Dissertagdo de mestrado (2011)
https://core.ac.uk/download/pdf/12427417 .pdf
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Distribuicdo de nimeros primos

Ja vimos que existem infinitos primos.

O teorema dos nidmeros primos dd uma estimativa de quantos

primos existem até um inteiro x, ou seja, descreve a distribuicdo
dos primos.
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Distribuicdo de nimeros primos

Ja vimos que existem infinitos primos.

O teorema dos nidmeros primos dd uma estimativa de quantos
primos existem até um inteiro x, ou seja, descreve a distribuicdo
dos primos.

Teorema dos Nimeros Primos: Seja 7(x) o ndmero de primos
p, com 2 < p < x. Ent3o, m(x) esta entre ,g(x) e /ogc( j para duas
constantes ¢ < C. Precisamente, temos
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Este resultado foi conjecturado por varios matematicos, inclusive
por Legendre e Gauss, mas a demonstracdo completa foi fornecida
por de la Vallée Poussin e Hadamard (independentemente).

Uma aproximagdo mais precisa para m(x) é dada por

X dt
169 = fog (1)
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Primos gémeos

Dois niimeros p e g s3o chamados de primos gémeos se p e g sdo
primos e |p — q| = 2.

Conjectura: Existem inifinitos pares de primos gémeos.
Demonstracdo ainda n3o fornecida!

S30 conhecidos pares de primos gémeos bastante grandes
65516468355.2° & 1, que possui 100355 digitos cada.

Paralelo com o dltimo teorema de Fermat.
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Teorema de Sophie Germain

Se p e 2p + 1 sdo primos com p > 2, entdo n3o existem inteiros
x,y,z com mdc(x,y,z) =1 e ptxyz tais que xP + yP + zP = 0.
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Férmulas para primos

N3o se conhece nenhuma férmula simples para gerar primos
arbitrariamente grandes.

Existem férmulas que geram ndmeros primos, mas que sdo muito
complicados e que também n3o ajudam a responder perguntas
tedricas sobre a distribuicao dos primos.

Por exemplo, a férmula
pn = [10%"] — 102" '[10®" ¢

em que
(o]

Pn
=) 15 = 0,0203000500000007 ...

n=1
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Teste de primalidade

Uma questdo relacionada com a de gerar nlimeros primos é a de
testar se um determinado nimero é primo.

Esse problema se tornou cada vez mais relevante por conta do uso
intenso de nlmeros primos em criptografias.

Desenvolver algoritmos eficientes para testar a primalidade de um
nimero se tornou um importante problema na drea de Ciéncia da
Computacio.
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Nesse sentido, duas coisas sdo requeridas:
1) certificar que o algoritmo realmente produz a resposta correta;
2) Uma medida da eficiéncia do algoritmo, isto é, avaliar o tempo

ou nimero de passos executados, espaco ou memdria utilizada
para a obtenc3o da solugdo.

Prof. Dr. Vinicius Wasques UNESP - Rio Claro

dos Ndmeros



Existe um algoritmo bastante simples para testar se qualquer
inteiro positivo n é primo:

Calcule o resto da divisdo de n por cada inteiro m com
2<m<+/n.

Se o resto for 0 em algum caso ent3o n é composto e encontramos
um divisor;

Se isto nunca ocorrer, entdo n é primo.
Problema: Algoritmo muito lento. Complexidade computacional

O(+/n), isto é, o algoritmo tem complexidade de tempo
exponencial.
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Exemplo:

Considere um ndmero inteiro com 200 digitos.

Para esse caso, seria necessario realizar aproximadamente 10190
divisGes.
Em um passado ndo t3o distante, efetuar essa quantidade de

contas estaria fora do alcance de qualquer tecnologia plausivel.

No entanto, computadores quanticos podem tornar possivel a
realizacdo de tais contas.
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Testes de primalidade em Teoria dos Nimeros

Sugestao de leituras aprofundadas:

[1] H.W. Lenstra, Jr. Galois Theory and Primality Testing.
http://pub.math.leidenuniv.nl/~lenstrahw/
PUBLICATIONS/1984g/art .pdf

[2] C. Pomerance. Primality testing: variations on a theme of
Lucas.
https://math.dartmouth.edu/~carlp/PDF/lucasprime2.pdf

[3] H. W. Lenstra Jr. e C. Pomerance, Primality testing with
Gaussian periods.
https://math.dartmouth.edu/~carlp/aks102309.pdf
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