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Equacao quadratica

Seja p > 2 um nimero primo e a, b, c € Z com a nao divisivel por
p.

Resolver a equagdo quadratica

ax*> 4 bx + ¢ = 0 (mod p)

é equivalente a resolver

(2ax + b)? = b*> — 4ac (mod p)

(Verifique. Veja que 2 e a sdo invertiveis médulo p)
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A equacdo anterior pode ent3o ser escrita na seguinte forma:

X2 =d (mod p).

Estamos interessados em encontrar critérios de existéncia para esse
tipo de equacdes.

Se a equagdo acima admite solucdo, (isto é, se d é um “quadrado
perfeito” em Z,), entdo dizemos que d é um residuo ou resto
quadratico médulo p.
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H4a exatamente ’%“1 residuos quadraticos médulo p:

—1\?
02,12,22,32,...,<p2) mod p

ja que todo inteiro x é congruente a =i mod p para algum ;i tal
que 0 < i <L p%l, de modo que x? é congruente a um dos niimeros
listados acima.

Perceba estes niimeros sdo todos distintos, médulo p. De fato,
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=% (mod p) = pl(i —j)(i+))
& pli—j ou pli+j
& i =4j (mod p)

Como
.. _p—1 . .
0§1,1§T2>0<I+_]§p—1 ou i=j=0,

temos que a tnica possibilidade é i = j (mod p).
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Embora saibamos a lista completa dos residuos quadraticos,
reconhecé-los se torna uma tarefa complicada.

Por exemplo, sabemos dizer se 2 é residuo quadratico médulo
10197

A seguir, veremos algumas ferramentas que permitem responder
estas questoes de maneira bastante eficiente.
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Residuos Quadraticos e Simbolo de Legendre

Seja p > 2 um ndmero primo e a um inteiro qualquer. Para
simplificar cdlculos e notacdes definiremos o chamado simbolo de
Legendre:

1, se p nao divide a e a é um residuo quadratico médulo p

(a) =<0, se p divide a
p

—1, caso contrario
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Critério de Euler

Seja p > 2 um primo e a um inteiro qualquer. Entdo

<a> =a" (mod p).

p
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Demonstracao

Para a =0 (mod p) o resultado é claro, de modo que podemos
supor p 1 a.

Pelo teorema de Fermat temos que
P71 =1 (mod p),
assim,

p—1

(a2 — 1)(3'3771 +1)=0(mod p) < p|ap%1 —1 ou p|ap%1 +1
& a7 =41 (mod p).
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. p—1 , /
Assim, devemos mostrar que a 2 = 1 (mod p) se, e s se, a é um

residuo quadratico médulo p.

Se a é um residuo quadrético, digamos a = i? (mod p), novamente
pelo teorema de Fermat temos que

2
Assim, os residuos quadraticos 12,22, ..., (pT_1> médulo p s3o

raizes do polindmio f(x) = xz — I em Zpx].
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Como Zj, é corpo, segue que f(x) pode ter no maximo
deg f = ’%1 raizes em Zp.

Isto mostra que as raizes de f(x) sdo exatamente os residuos
quadraticos ndo congruentes a zero médulo p e que, portanto,

p—1

az =1 (mod p)

se, € sO se, a é um residuo quadratico médulo p.
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Propriedades do simbolo de Legendre

se a = b (mod p) entdo (ﬁ) = (9);
se p1a, entdo (a—:) =1;

(%) = (—=1)"7", ou seja, —1 é residuo quadrético médulo p
se, e s6 se, p =1 (mod 4);

(%)= () ()

Demonstragdo: Exercicio.
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Exemplo:

O polindmio f(x) = x* — 10x? + 1 & irredutivel em Z[x], mas é
redutivel médulo p para todo primo p.

Note que f(x) é irredutivel em Z[x], uma vez que s6 admite raizes
irracionais.

De fato, se p,q € Z s3o tais que mdc(p,q) =1 e
f(8)=0s p* —10p%q® + g* = 0, temos da dltima igualdade que
qlp* = g = +1e p|g* = p = £1 jd que p e g sdo primos entre si.

Logo g = +1, nenhuma das quais ¢ raiz de f(x) (cujos zeros sdo

+v2 e +/3).
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Logo, se f(x) for redutivel ele é o produto de dois polindmios de
grau 2, que podemos supor mdnicos.

Como o produto dos coeficientes independentes destes dois fatores
deve ser igual ao coeficiente independente de f(x), que é 1, temos
apenas duas possibilidades

f(x) = (x> +ax+1)(x*+bx+1) ou

f(x) = (x®* +ax —1)(x*> + bx — 1)

com a, b eZ.
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Em ambos os casos, temos a + b = 0 (coeficiente de x3 ). Logo,
no primeiro caso, comparando o coeficiente de x? temos

ab+2=-10< a°> =12,
0 que é impossivel.

O segundo caso é analogo.
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Agora, para p = 2 e p = 3 temos (verifique)

f(x)=(x+1)* (mod2) e f(x)=(x*+1)?(mod 3)

Agora se p > 3 é um primo, temos que
<2>:1 ou <3>:1 ou (6):1
p p p
i 2) (3 _ (6
e (3) (3) = (5)
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No primeiro caso, se a> = 2 (mod p) temos

f(x) = (x* + 2ax — 1)(x* — 2ax — 1) (mod p).

J4 no segundo caso, se b*> = 3 (mod p) temos

f(x) = (x* 4 2bx + 1)(x*> — 2bx + 1) (mod p).
Finalmente, no (ltimo caso, se ¢ = 6 (mod p) temos

f(x) = (x* +2¢c — 5)(x* — 2¢c — 5) (mod p).

Isto mostra que f(x) é redutivel médulo p para todo p primo.
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Reciprocidade Quadratica

Sejam p e g primos impares distintos. Ent3o

() -0

Seja p um primo impar. Entdo

(2) VIR {1 se p= +1 (mod 8)

P —1 sep=+3(mod8)

Q
-

Dem: Consultar Martinez et al. ou Niven and Zuckerman.
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Observacao:

Para demonstrar a lei da reciprocidade quadratica, é necessdrio
utilizar o seguinte lema de Gauss:

Lema. Sejam p > 2 um ndmero primo e a um inteiro positivo
primo entre si com p. Seja s o nimero de elementos do conjunto

-1
{a,2a,...,p2 a}

tais que seu resto médulo p é maior do que p_ . Entao
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Exercicio:

Se p é da forma 4n — 1 entdo p|n™ + (—1)"12n
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Exercicio:

Se p é da forma 4n — 1 entdo p|n™ + (—1)"12n

Por hipdtese temos que 4n = 1 (mod p) e assim

(4n)" =22"n" = 1 (mod p) (1)
Por outro lado, como p=4n—1,entdop—1=4n—2e
consequentemente 2n — 1 = pT_l.

Além disso, elevando ao quadrado em ambos os lados da equacao
2
p =4n—1, podemos obter pT_l = n(2n —1).

Logo, pelo critério de Euler e pela reciprocidade quadratica, temos:

— p2—
p2n—1 _ o5 (_1)T1 = (—=1)"@"=1) (mod p)
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Exercicio:

Assim, 2271 = (—1)"(2"=1) (mod p) e portanto

22" = 2(—1)" (mod p). (2)

De (1) e (2), concluimos que 2n" = (—1)" (mod p).

Multiplicando por 2n e utilizando o fato de que 4n =1 (mod p)
obtemos n” = 2n(—1)" (mod p), que é equivalente a dizer

p|n" + (_1)n+12n
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Residuos quadraticos podem ser utilizados em aplicacdes na drea
de criptografia, por exemplo:

Criptografia via método de Rabin: https://repositorio.
ufpb.br/jspui/bitstream/tede/7480/2/arquivototal.pdf

Sugestdao de material complementar sobre residuos
quadraticos:
https://www.youtube.com/watch?v=iICMAjyCzjw
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