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Anéis de inteiros mddulo n

Construiremos o anel de inteiros médulo n através do quociente de
Z pela relagdo = (mod n), ao qual denotamos por:

Zn=1] ~

em que ~ é a relacdo congruéncia médulo n.

Lembrando que os elementos de Z, sdo classes de equivaléncia
denotados por:

x={y €Z|x~y}
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Exemplo:

O anel Z; é definido pela congruéncia médulo 2 e possui dois
elementos:

0=1{..,—4,-2,0,24 ..}

1={..,-3,-1,1,3,...}

Sendo 0 e 1 conhecidos como conjunto dos niimeros pares e
impares, respectivamente.
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A definicdo de X como um subconjunto de Z n3o serd o foco desse
curso.

Sera utilizado apenas como uma maneira de formalizar o fato de
que estamos “identificando” todos os inteiros que deixam o mesmo
resto na divisdo por n.

Assim, o importante é termos claro que

i=b < a= b(modn)

< a e b deixam o mesmo resto na divisdo por n
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Sen > 0, a divisdo euclidiana diz que todo inteiro a é céngruo a
um dnico inteiro b com 0 < a0 < n.

Escrevemos entdo:

Zn={0,...,n—1}

Para esse quociente, definimos as operacdes:

(Soma)3+b=a+b

(Diferenca) 3—b=1a— b

(Multiplicagdo) 3-b=a- b
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Exemplo:

Considere Zg, assim:

Prof. Dr. Vinicius Wasques

+]/0 1T 2 3 4 5
0|01 23 315
111 2 3 450
212 34501
3|13 4501 2
114 5 01 2 3
515 01 2 3 4

-0 1T 2 3 45
0|0 00O 000D
1|01 2 3 45
2|0 2 4 0 2 1
303 0 30 3
14(0 4 2 0 4 2
5|0 5 43 21
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Inverso multiplicativo

A préxima proposicdo revela quando existe o “inverso
multiplicativo” de a mddulo n.

Proposicdo. Sejam a,n € Z, n > 0. Ent3o existe b € Z com

ab = 1 (mod n) se, e somente se, mdc(a,n) =1

Prof. Dr. Vinicius Wasques UNESP - Rio Claro

Teoria dos Ndmeros



Demonstracao

Temos que ab = 1 (mod n) admite solugdo na varidvel b se, e
somente se, existem b, k € Z tais que

ab—1=nk < ab—nk =1.

Pelo Corolario obtido através do teorema de Bachet-Bézout, isto
acontece se, e somente se, mdc(a, n) = 1.
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Dizemos portanto que a é invertivel médulo n quando
mdc(a, n) = 1 e chamamos b com ab = 1 (mod n) de inverso
multiplicativo de a médulo n.

Denotaremos o conjunto formado por todos os elementos
invertiveis de Zj,, por

Z, ={a€Z,| mdc(a,n) = 1}.
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Exemplo:

Considere Z75. A tabela de multiplicagdo entre seus elementos é

dada por:
-]T 2 31 7 B TI WA
I1|/T 2 1 7 B 11 I3 1@
7/2 1 3 ™I 7T IO
1|7 8 1T I3 2 13 7 11
77T AT I T ZT T8
B8 1T 2 1T 31 1W3MWT 7T
TT|TT 7 3 2 3 1T 8 1
[T 7 T @ 8§ 1 3
T|ETW@IITE 7 1 3 1
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Anel dos Inteiros Mddulo n

O conjunto

(Zn7+7 )

possui uma estrutura de anel.
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Anel dos Inteiros Mddulo n

O conjunto

(Zn7+7 )

possui uma estrutura de anel.

Mostre esse fato.
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