Congruéncias

Prof. Dr. Vinicius Wasques

Universidade Estadual Paulista “Jilio de Mesquita Filho" - Campus Rio Claro

22 de junho de 2020

Prof. Dr. Vinicius Wasques UNESP - Rio Claro

Teoria dos Ndmeros



Congruéncia

Sejam a, b, n € Z. Dizemos que a é congruente a b médulo n, e
escrevemos

a= b (mod n)

se nla— b, ou seja, se a e b deixam o mesmo resto na divisdo por n.
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Exemplo

17 =3 (mod 7)
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Exemplo

17 =3 (mod 7)

10 = —5 (mod 3)
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Exemplo

17 =3 (mod 7)

10 = —5 (mod 3)

12 =0 (mod 4)
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Exemplo

17 =3 (mod 7)

10 = -5 (mod 3)

12 =0 (mod 4)

Mostre que a congruéncia mddulo n é uma relagdo de equivaléncia.
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Propriedades: Soma e diferenca

Podemos somar e subtrair “membro a membro”:

a= b (mod n) N a+c= b+ d(mod n)
c = d(mod n) a—c= b—d (mod n)

Em particular, se a= b (mod n), entdo ka = kb (mod n) para
todo k € Z.
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Demonstracao

Sejam a,b,c,d € Z e n € N fixo, porém arbitrario.

Se nla— b e n|c — d, entdo n|(a— b) + (c — d) se, e somente se
n|(a+ c) — (b + d), concluindo a propriedade da soma.

De forma similar, temos que se n|la— b e n|c — d, ent3o
n|(a — b) — (c — d) se, e somente se, n|(a—c)— (b—d),
concluindo a propriedade da diferenca.
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Demonstracao

Sejam a,b,c,d € Z e n € N fixo, porém arbitrario.

Se nla— b e n|c — d, entdo n|(a— b) + (c — d) se, e somente se
n|(a+ c) — (b + d), concluindo a propriedade da soma.

De forma similar, temos que se n|la— b e n|c — d, ent3o
n|(a — b) — (c — d) se, e somente se, n|(a—c)— (b—d),
concluindo a propriedade da diferenca.

Justifique a implicagdo: Se a= b (mod n), entdo
ka = kb (mod n) para todo k € Z.
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Propriedades: Produto

Podemos multiplicar “membro a membro”:

{a = b (mOd n) ac = bd (mOd n)

c= d(mod n)

Em particular, se a = b (mod n), entdo a¥ = b* (mod n) para
todo k € Z.
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Demonstracao

Sejam a, b,c,d € Z e n € N fixo, porém arbitrério.

Se nla— b e n|c — d, entdo n|(a— b)c e n|(c — d)b e portanto
n|(a— b)c + (c — d)b, logo nlac — bd. Portanto, segue a
propriedade da multiplicacdo.
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Demonstracao

Sejam a, b,c,d € Z e n € N fixo, porém arbitrério.

Se nla— b e n|c — d, entdo n|(a— b)c e n|(c — d)b e portanto
n|(a— b)c + (c — d)b, logo nlac — bd. Portanto, segue a
propriedade da multiplicacdo.

Justifique a implicagdo: Se a = b (mod n), entdo
ak = b¥ (mod n) para todo k € Z.
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Propriedades: Cancelamento

Se mdc(c, n) =1, entdo

ac = bc (mod n) < a= b (mod n).
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Demonstracao

(=) Suponha que mdc(c,n) = 1. Assim,

nlac — bc < nl|(a— b)c

Pela Proposicdo: Se mdc(a, b) =1 e a|bc, entdo a|c, concluimos
que

nla—b

(<) Imediato.
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As propriedades vistas nos slides anteriores mostram que a relagio
de congruéncia médulo n tem um comportamento muito similar a
relacdo de igualdade usual.

Estas propriedades tornam as congruéncias Uteis em problemas de
divisibilidade.
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Exemplo:

Mostremos que 31|20%® — 1. Isto &, o resto da divisdo de 20%° por
31é1.

Esse problema ¢ equivalente a demonstrar que 20'° = 1 (mod 31).

Veja que:

20 = x (mod 31)
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Exemplo:

Mostremos que 31|20%® — 1. Isto &, o resto da divisdo de 20%° por
31é1.

Esse problema ¢ equivalente a demonstrar que 20'° = 1 (mod 31).

Veja que:

20 = —11 (mod 31) (1)
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Exemplo:

Assim,

20% = (—11)? (mod 31) < 20% = 121 (mod 31)

Analisemos 121 com 31, segundo a relacdo de congruéncia.

121 = x (mod 31)

Prof. Dr. Vinicius Wasques UNESP - Rio Claro

Teoria dos Ndmeros



Exemplo:

Assim,

20% = (—11)? (mod 31) < 20% = 121 (mod 31)

Analisemos 121 com 31, segundo a relacdo de congruéncia.

121 = —3 (mod 31)
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Exemplo:

Portanto, temos que

20?2 = —3 (mod 31) (2)

Multiplicando as equag¢des (1) e (2), temos:

20° = 33 (mod 31)
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Exemplo:

Analisemos 33 com 31, segundo a relacdo de congruéncia temos:

33 = 2 (mod 31)

Portanto,

203 = 2 (mod 31)
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Exemplo:

Elevando ambos os lados por 5, temos:

(20%)° = 2° (mod 31) < 20" = 32 (mod 31)

Como 32 = 1 (mod 31), concluimos que

20%° = 1 (mod 31).

Portanto, o resto da divisdo de 20 por 31 é 1.
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