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Teorema de Bachet-Bézout

Sejam a, b € Z. Entao existem x,y € Z com
ax + by = mdc(a, b).

Portanto, se ¢ € Z é tal que c|a e c|b, entdo c|mdc(a, b)
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Demonstracao

Se a= b =0, entdo o problema esta resolvido pois mdc(a,b)=0 e
portanto para quaisquer x,y € Z segue o resultado.
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Demonstracao

Se a= b =0, entdo o problema esta resolvido pois mdc(a,b)=0 e
portanto para quaisquer x,y € Z segue o resultado.

Caso contrario, considere o conjunto de todas as combinagdes
Z-lineares de a e b, isto é,

I(a,b) = {ax+ by : x,y € Z}.
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Demonstracao

Se a= b =0, entdo o problema esta resolvido pois mdc(a,b)=0 e
portanto para quaisquer x,y € Z segue o resultado.

Caso contrario, considere o conjunto de todas as combinagdes
Z-lineares de a e b, isto é,

I(a,b) = {ax+ by : x,y € Z}.

Exercicio: Mostre que existe pelo menos um elemento positivo em

I(a, b)
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Seja d = axg + byp o menor elemento positivo de /(a, b).

Note que d divide todos os elementos de /(a, b). De fato, dado
m = ax + by € I(a, b), e dividindo-o por d temos

m=dg+r e 0<r<d,

com q,r € 7
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Seja d = axg + byp o menor elemento positivo de /(a, b).

Note que d divide todos os elementos de /(a, b). De fato, dado
m = ax + by € I(a, b), e dividindo-o por d temos

m=dg+r e 0<r<d,
com q,r € 7
Assim,
r = m—dq = ax+by—(axo+byo)q = a(x—qxo)+b(y—aqyo) € I(a, b).

No entanto, como r < d e d é o menor elemento positivo de
I(a, b), segue que r = 0 e portanto d|m.

Prof. Dr. Vinicius Wasques UNESP - Rio Claro

Teoria dos Ndmeros



Em particular, como a, b € I(a, b) temos que d|a e d|b, logo
d < mdc(a, b).

Note ainda que se c|a e c|b, entdo c|axp + byy < cld.

Tomando ¢ = mdc(a, b) temos que mdc(a, b)|d o que, juntamente
com a desigualdade d < mdc(a, b), mostra que d = mdc(a, b).
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Corolario. Sejam a, b, c € Z. A equagao
ax+ by =c¢

admite solugdo inteira em x e y se, e somente se, mdc(a, b)|c
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Corolario. Sejam a, b, c € Z. A equagao
ax+ by =c¢
admite solugdo inteira em x e y se, e somente se, mdc(a, b)|c

Dem: Se a equagdo admite solugdo inteira, entdo mdc(a, b) divide
o lado esquerdo, logo deve dividir o direito também.
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Corolario. Sejam a, b, c € Z. A equagao
ax+ by =c¢
admite solugdo inteira em x e y se, e somente se, mdc(a, b)|c

Dem: Se a equagdo admite solugdo inteira, entdo mdc(a, b) divide
o lado esquerdo, logo deve dividir o direito também.

Reciprocamente, se mdc(a, b)|c, digamos ¢ = k.mdc(a, b) com

k € Z, pelo teorema de Bachet-Bézout existem inteiros xg e yp tais
que axp + byop = mdc(a, b) e multiplicando tudo por k obtemos
que x = kxg e y = kyp sdo solu¢bes da equacdo dada.
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Teorema Fundamental da Aritmética

Seja n > 2 um ndmero natural. Podemos escrever n de uma tnica
forma como um produto

n=p1...Pm

emque me Ne pl <...< pp sao nimeros primos.
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Demonstracao

Mostraremos a existéncia da fatoracdo de n em primos por inducio
forte.

Se n é primo ndo hd o que provar (escrevemos m = 1, p; = n).

Base da Indug¢ao: Como n =2 e n = 3 s3o primos, come¢amos a
base de indugdo por n =4 =2.2.

Hipétese de Inducdo: Suponha que a propriedade é verdadeira para
todo natural k tal que kK < n.

Seja n um ndmero composto, isto é, existem a, b € N, com
l1<a<n 1<b<ntal que n=ab.
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Como a e b s3o menores que n, podemos aplicar a hiptese de
inducdo sobre eles, isto é, a e b se decompdem como produto de
primos

a=p1.p2---Pm € b=q1.q2...qx.

Portanto, n=ab = p1.p2>... pm-q1-q92 - . . Gk pode ser escrito como
produto de primos.

Pelo principio de indugdo, esse fato é garantido para qualquer
n e N.
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Vamos agora mostrar a unicidade. Suponha por absurdo que n
possui duas fatoracdes diferentes

N=p1...Pm=4q1...q,

compr <...<pm g1 <...<qg;equen é minimo com tal
propriedade.

Como p1|qi ... q; temos p1|q; para algum valor de i.
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Vamos agora mostrar a unicidade. Suponha por absurdo que n
possui duas fatoracdes diferentes

N=p1...Pm=4q1...q,

compr <...<pm g1 <...<qg;equen é minimo com tal
propriedade.

Como p1|qi ... q; temos p1|q; para algum valor de i.

Mostre que se p € primo e p|qi ... qn, entdo p|qg; para algum
algum i € {1,...,n}.
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Logo, como g; é primo, p1 = g;j € p1 > Q1.
Analogamente temos g1 < p1, assim p; = q;. Note que

n/pL=p2...pm=Gq2...qi

admite uma unica fatoracdo, pela minimalidade de n. Portanto,

m = | e p; = g; para todo i, o que contradiz o fato de n ter duas
fatoragdes.
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Teorema de Euclides

Existem infinitos niimeros primos.
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Teorema de Euclides

Existem infinitos niimeros primos.

Demonstre o Teorema de Euclides.
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Exercicios

Discutir os exercicios propostos nesse slide.

Discutir exercicios da Lista 1, disponivel no site.

Focar a discussdo na secdo de divisibilidade.
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