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Prinćıpio de Indução Finita (PIF)

Seja P(n) uma propriedade do número natural n. Uma maneira de
provar que P(n) é verdadeira para todo natural n ≥ n0 é utilizar o
chamado Prinćıpio da Indução Finita (PIF), que é um dos axiomas
que caracterizam o conjunto dos números naturais.

O PIF consiste em verificar duas coisas:

1. (Base da Indução) P(n0) é verdadeira e

2. (Passo Indutivo) Se P(n) é verdadeira para algum número
natural n ≥ n0, então P(n + 1) também é verdadeira.
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Prinćıpio da Casa dos Pombos (PCP)

É intuitivamente claro que se colocamos n + 1 objetos em n
gavetas, então haverá ao menos uma gaveta com mais de um
objeto.

Isto é exatamente o que afirma o chamado Prinćıpio da Casa dos
Pombos (PCP) ou Prinćıpio das Gavetas de Dirichlet:

“Se temos kn + 1 pombos e n casinhas, então existirá uma
casinha com pelo menos k + 1 pombos. De fato, se em todas as
casas houvessem no máximo k pombos, então o número de
pombos não poderia ultrapassar kn.”

O PCP tem muitas aplicações em argumentos de existência em
que não se determina o objeto procurado explicitamente.
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Divisibilidade

Lema. Sejam a, b, c , d ∈ Z. Temos que

(i) (“d divide”) Se d |a e d |b, então d |ax + by para qualquer
combinação linear ax + by de a e b com coeficientes x , y ∈ Z.

(ii) (Limitação) Se d |a, então a = 0 ou |d | ≤ |a|.

(iii) (Transitividade) Se a|b e b|c , então a|c .
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Conceitos importantes

• Máximo Divisor Comum (mdc);

• Mı́nimo Múltiplo Comum (mmc);

• mdc(0,0)=0, por definição;

• Se mdc(a,b)=1, então a e b são ditos primos entre si.
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Lema de Euclides

Lema. Se a = bq + r , então mdc(a, b) = mdc(b, r).

O algoritmo de Euclides consiste na aplicação reiterada do lema
acima onde q e r são o quociente e o resto na divisão de a por b.

Como os restos formam uma sequência estritamente decrescente, o
algoritmo eventualmente termina quando atingimos o resto 0.
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Lema de Euclides

Além de servir de ferramenta computacional para o cálculo do
mdc, a divisão euclidiana tem consequências teóricas importantes.

O teorema de Bachet-Bézout mostra que é sempre posśıvel
escrever o mdc de dois números como combinação linear destes.
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