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1 Introdução
Como se sabe, nem todas as aritméticas no espaço dos inter-

valos fornecem uma estrutura de espaço vetorial. Muitas vezes pro-
priedades como elemento neutro e oposto não são satisfeitas. Por
outro lado, a propriedade de associatividade pode não ser válida
também [1].

O intuito deste trabalho é investigar uma famı́lia de aritméticas
intervalares que estejam associadas a um parâmetro γ ∈ [0, 1], de
tal forma a buscar candidatos que satisfaçam a propriedade de as-
sociatividade por meio da utilização de técnicas computacionais.

2 Propagação da incerteza
Em uma medição, é comum observar a existência de variáveis

incertas, ou erros, de forma que no estudo do problema, admita-
mos a propagação da incerteza. Por exemplo, podemos realizar
uma medição que tem como resultado um conjunto de dados de
entrada e de saı́da, de forma a existir uma incerteza, assim como
é possı́vel observar na Figura 1.

Visualização dos dados de uma medição hipotética é mostrado à
esquerda e com a respectiva visualização da incerteza é mostrado

à direita.

Dessa forma, é possı́vel observar que o resultado da medição
passa a ser um intervalo e não mais um único valor. Isto é, haja
visto que o erro deve ser considerado, para um resultado r com
erro e, a medição final será r± e, ou ainda [r− e, r + e] - onde r− e
é o limite inferior e r + e o limite superior.

É importante notar que, para os intervalos A e B contidos no
conjunto de dados, em que o limite inferior é igual a a e b, e o li-
mite superior é igual a a e b, respectivamente para cada intervalo,
a soma A+B = C, em que C é o resultado da operação, não pode
ser dada como

[a + b, a + b] = [c, c],

haja visto que não é funcional para todos os casos. Na realidade,
a operação é dada por

c = (a + b− γ(b− b)) ∧ (a + b− γ(a− a)),

e

c = (a + b + γ(a− a)) ∨ (a + b + γ(b− b)),

onde γ deve ser um escalar contido em [0, 1] e os sı́mbolos ∨ e ∧
significam o máximo e o mı́nimo, respectivamente [2].

Essa escolha de aritmética foi feita a partir do uso da relação
de interatividade fuzzy, da qual pode ser aplicada também para
intervalos. Essa relação permite considerar conexões intrı́nsecas
entre os operandos, implicando em uso externo de aplicações [3].

Assim, a relação de interatividade é ponderada por meio do
parâmetro γ, e assim tem-se como objetivo determinar os valores
de tal forma que para os intervalos X, Y e Z seja válido

(X + Y ) + Z = X + (Y + Z).

3 Aplicação do método da bisseção
Como forma de encontrar o valor de γ, foi utilizado o método

da bisseção ilustrado na Figura 2, a fim de testar diferentes candi-
datos para gamma. O método tem como objetivo a busca de raı́zes
para um determinado problema levando em consideração o resul-
tado previamente obtido.

Representação visual do método da bisseção de busca de raı́zes
de forma que o ponto em vermelho demonstre o resultado final.

O programa continua realizando as mesmas operações até
que o diâmetro pela esquerda seja igual ao diâmetro pela direita
ou o valor de γ seja igual ao anterior, possibilitando a compreensão
de que não existem valores que validem a associatividade. Caso o
diâmetro esquerdo seja maior que o direito, o intervalo escolhido é
o superior, caso contrário, o inferior é escolhido.

Fluxograma representativo do programa desenvolvido para busca
dos valores de γ que validem a associatividade.

4 Análise dos resultados
Ao testar valores no intervalo inicial especificado, o programa

retornou γ = 0.5, indicando que a associatividade é verdadeira. É
evidente, entretanto, que outros valores não foram testados, haja
visto que o método calcula a média entre o valor inferior e superior
do intervalo, e, portanto 0.5 para a primeira iteração.

Sendo assim, a fim de englobar o teste de uma maior quanti-
dade de valores, o intervalo [0, 0.5] também foi testado, retornando
0.25 e 0.375, enquanto que, ao testar o intervalo [0.5, 1], foi retornado
o valor de 0.75.

5 Estudo de métodos numéricos
A fim de analisar o valor de gamma igual a 0.5 encontrado,

nas figuras 4, 5 e 6 é mostrado o comportamento dos valores de γ

quanto aplicado em diferentes métodos numéricos. Para tanto, foi
plotada uma função diferencial que tem como resultado uma função
exponencial.

Primeiramente, o método de Euler foi usado, resultando na
Figura 4.

Progressão dos métodos numéricos para 100 iterações.
Diferentemente dos valores das extremidades, o valor de γ = 0.5

encontrado manteve o diâmetro do intervalo.

Em seguida, o método proposto foi o de Runge-Kutta, mos-
trado na Figura 5.

Progressão dos métodos numéricos para 100 iterações. Assim
como no método de Euler, o diâmetro permanece o mesmo para o

valor de gamma igual a 0.5.

Por fim, é possı́vel observar na Figura 6 o método de séries de
Taylor.

Progressão dos métodos numéricos para 10 iterações.
Diferentemente dos demais, o valor de 0.5 altera o diâmetro do

intervalo.

6 Considerações finais
Essa constatação permite concluir que a aritmética intervalar

para γ = 0.5 produz métodos numéricos coerentes do ponto de
vista de associatividade.

Como trabalhos futuros, pretende-se utilizar tal aritmética para
aplicações em equações diferenciais intervalares e em problemas
de quadrados mı́nimos intervalares, buscando utilizar dados reais.
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