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Introducao

A teoria de conjuntos fuzzy foi introduzida nos anos 60 pelo engenheiro eletricista e matematico
Lofti A. Zadeh. A teoria proposta por ele possibilita incluir aspectos de incertezas na modelagem mate-
matica de certos fendmenos. Essa teoria estabelece que as pertinéncias de elementos a determinados
“conjuntos” sdo graduados, cujos graus variam entre 0 e 1, em que 1 significa total pertinéncia e 0 significa
a nao pertinéncia ao conjunto fuzzy.

Esse curso concentrado traz conceitos basicos da teoria de conjuntos fuzzy, que surgem através
da modelagem de variaveis linguisticas como “em torno de”, “aproximadamente”, “alto” e “baixo” de modo
a relaxar a propriedade atribuida a variavel.

A formulagao matematica de incertezas via l6gica fuzzy se diferencia da probabilidade, pois,
enquanto a estatistica lida com incertezas antes dos eventos ocorrerem, a matematica fuzzy considera
incertezas mesmo apds o evento. Por exemplo, no langamento de uma moeda a probabilidade estima
a “chance” de cara ou coroa, sendo que ap6s o langamento ndo héa incerteza. Enquanto a légica fuzzy
infere sobre o resultado, se as faces da moeda néo sio nitidas.

Além de trazer os conceitos basicos dessa teoria, o0 curso foca também em aplicagbes de Sis-
temas Baseados em Regras Fuzzy, bem como em aplicagdes em Sistemas p-fuzzy. O objetivo principal
é simular solugdes de equagdes diferenciais e/ou diferengas, através de sistemas cujas informagdes sao
parcialmente conhecidas.

Para este curso serdo utilizados diferentes livros e apostilas. Dentre elas (1; 2; 3; 4).



Capitulo 1

Conjuntos fuzzy

Seja A um conjunto classico. Definimos o conjunto A através de uma fungao que chamamos de
caracteristica (indicadora), isto &,
0, sex¢ A

xa(z) = -
1, sexec A

Por exemplo, o conjunto classico [—1, 1] é definido pela seguinte fungéo indicadora:

0, sex¢[-1,1]

X[-1,1] (96) = ,
1, sexe[-1,1]
ou também
0, sex<—-loux>1
X[-1,1)(z) = :
1, se —1<x<1
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Figura 1.1: Representagao gréfica do conjunto classico [—1, 1]

Exemplo: Considere o seguinte conjunto:

A={zeN: xépar}.

Sendo assim, a fungdo indicadora de A é dada por:

0, sex+#2k

XA(x) = )
1, sex =2k



para algum k£ € N.

Ou também

0, sex=2k+1
xa(z) = .

1, sex =2k

Exemplo: Considere o0 seguinte conjunto:
A={z eR: zxépréximo de 0}.
Perguntas:

1. Qual o universo que estamos trabalhando?
2. O que é préximo?
Vamos considerar o universo dos nimeros reais positivos e que todo nimero até 3 é proximo

de 0. Assim, =z ¢ A se x > 3. Sugestdo: Basta colocar “z € A, se 0 < z < 3”. PROBLEMA!!! Perde a
nogao de “grau de associagao” da propriedade préximo.
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Figura 1.2: Representagéo gréafica do conjunto classico [0, 3]

Como lidar com essa modelagem?

Uma fungéo indicadora é da forma x4 : U — {0, 1}. Vamos entdo generalizar essa fungdo para
uma da seguinte forma:

YA U— [0,1]

Essa funcdo é chamada de fungdo de pertinéncia. O conjunto A definido por essa fungédo é
chamado de conjunto fuzzy.

Voltando ao exemplo, ao invés de utilizar a caratcerizagao da fungao indicadora, vamos utilizar
a fungao de pertinéncia. Isto é,

322 g0 (< <3

0, caso contrario .
Exemplo: Considere o seguinte conjunto:
A={z eR: zépréximode 0}.

Vamos considerar que todo elemento no intervalo [—3, 3] satisfaz a condigéo de ser proxima de



-0.5 3.5

Figura 1.3: Representagao grafica do conjunto fuzzy definido por (1.1)

0. Assim, a fungao de pertinéncia de A é dada por:

=3 se —3<x<0

xa(z)=1423% se0<z<3
0, caso contrario
A
YA
0.5
-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25

Figura 1.4: Representagao grafica do conjunto fuzzy definido por (5.1)

(1.2)

Exercicio: Considere o conjunto universo U da idade das pessoas. Determine o conjunto fuzzy que

caracteriza 0s jovens, isto é, determine a fungao de pertinéncia de A, em que A é dado por

A={xeU:zéjovem}.



Capitulo 2

Operacoes entre conjuntos fuzzy

Vamos definir aqui operagdes entre conjuntos fuzzy. Mas primeiro, vamos relembrar alguns
conceitos da teoria conjuntista classica. Dados dois conjuntos classicos A e B, temos que a uniao,
interseccao e complementar (no universo U) sdo dados respectivamente por:

AUB = {z €U : xesthem A ou x estd em B},

ANB={xeU:xestaemAexestaemB},

A¢ ={z € U :xndo estaem A}.

As fungdes indicadoras de tais conjuntos sdao dadas respectivamente pela fungdo maximo, mi-
nimo e a diferenca entre a func¢éo indicadora do universo pela fun¢do indicadora de A. Para visualizar
esse fato, veja que

0, sex¢ AUB

XAuB(T) = .
1, sexe€ AUB

Sex € AU B, entdo x € Aou x € B. Consequentemente, x4(z) =1 ou xp(z) = 1. Portanto,
max{xa(x),xs(z)} = 1. Seax ¢ AUB,entdoxz ¢ Aex ¢ B. Consequentemente, ya(z) = 0 e
xg(x) = 0. Portanto, max{xa(z), xg(x)} = 0.

Dessa forma, definimos a unido pela fungao indicadora dada por:
xaup(r) = max{xa(z), xp(z)}-

De modo similar, a intersecgdo A N B é definida pela fungéo indicadora
Xans(x) = min{xa(z), x5()}

Para definir o conjunto complementar de A, denotado por A°, precisamos saber o seguinte:
Qual é a fungéo indicadora do universo U? Como o conjunto universo U contém todos os elementos,
entdo temos que xy(z) = 1, para todo € U. Por outro lado, como nenhum elemento pertence ao
conjunto vazio @), entdo temos que xy(x) = 0, para todo x € U. Voltando a definigdo de complementar,



temos que a funcgao indicadora de A° é dada por

xac(z) = xv(r)—xa(z)
= 1—xa(x), Vzxel.

Dados dois conjuntos cléssicos A e B, dizemos que A C B se, e somente se, xa(z) < xp(x).
Para visualizar essa propriedade, considere trés casos:
1.z € Aex € B;
2. x¢ Aex ¢ B;

3.2¢ Aex € B.

1.8ex € Aex € B,entdo xa(z) =1e xp(x) =1. Logo, xa(z) =1 <1 = xp(z).

2.Sex ¢ Aex ¢ B,entdo xya(x) =0e xp(z) =0. Logo, xa(z) =0 <
3.Sex ¢ Aex € B,entdo xya(zx) =0e xp(z) = 1. Logo, xa(z) =0 <

1= xg(z).

Nesse caso, isto é, se A C B, podemos também definir o complementar de A em B, por
xB/a(@) = xB(z) — xa(2).

Tomando tais definicbes como motivacao, estabelecemos que a uniao, intersec¢cdo e comple-
mentar de conjuntos fuzzy sao dadas pelas seguintes fun¢des de pertinéncia.

paup(r) = max{pa(z), pp(r)},

vanp(z) = min{pa(z), pp(r)}

QOAC(I)Zlf(pA(I), Ve eU.

Além disso, um conjunto fuzzy A est contido em um conjunto fuzzy B (A C B) se, e somente
se, pa(x) < ¢p(r), paratodo x € U.

Exercicio: (para entregar) Considere os seguintes conjuntos fuzzy A (jovens), B (idosos) do universo
U = [0,120], e os conjuntos fuzzy C (baixos) e D (altos) do universo V' = [0, 3], cujas fungdes de
pertinéncia sédo dadas por:

1 se z € [0, 30] 0 se z € [0, 30]
pa(r) =422 sexe(30,50] . ¢p(r)=1 %2 sexe[30,50] ,
0 se x € [50,120] 1 se z € [50, 120]
1 sez € [0;1,4] 0 sex € [0;1,4]
pole) = 5F sexe(l,42] e ¢p(a)= mg};‘* sex € [1,4;2]
0 se x € [2;3] 1 sez € [2;3]

a) Faga um grafico para esbogar as fungdes de pertinéncia de A e B;

b) Faga um grafico para esbogar as fungdes de pertinéncia de C e D;



¢) Qual a sua pertinéncia nos conjuntos A e B, segundo esta modelagem?
d) Qual a sua pertinéncia nos conjuntos C' e D, segundo esta modelagem?
e) Qual a sua pertinéncia no conjunto das pessoas que sio jovens e altas?
f) Qual a sua pertinéncia no conjunto das pessoas que sao idosas ou baixas?

g) Como seria o grafico da fungéo de pertinéncia ¢ 4p? Como seria o grafico da fungdo de pertinéncia

wcnp?



Capitulo 3

Propriedades de operacoes entre
conjuntos fuzzy

Na dltima aula fizemos um exercicio sobre modelagem do conjunto fuzzy das pessoas jovens e
idosas. E possivel perceber que p4(z) + ¢p(z) = 1. Isso significa que podemos escrever o seguinte:

pa(x) =1-pp(x) etambém ¢p(z)=1-pa(2).

Em outras palavras, os conjuntos fuzzy A e B sdo complementares em U. Isto é, A = B¢ e
B = A°. Vimos através do item g) do exercicio da Ultima aula, que a fungéo de pertinénciade AN B é
nao nula. Portanto, a intersecgao é diferente do vazio. Com isso temos que para conjuntos fuzzy

AN A°®£0.

Na teoria conjuntista classica temos que AU A¢ = U, para qualquer conjunto A. Por outro lado,
na teoria de conjuntos fuzzy essa propriedade nao é valida, isto é, AU A° # U, como é possivel perceber
no item g) do exercicio da ultima aula. Veja que no intervalo entre 30 e 50, a fungdo de pertinéncia da
unido A U B é diferente da fungéo constante igual a 1.

Pergunta: Quais propriedades da teoria classica também sao vélidas na teoria de conjuntos fuzzy?

Propriedades: Sejam A, B e C conjuntos fuzzy quaisquer. Entdo sio validas as seguintes propriedades:

1. AUB=BUA;

2. AnNB=BnNA4;

3.0CACU;

4, Se ACBeBCC(C,entdo ACC;
5. (AUB)UC =AU (BUC);

6. (ANB)NC=AN(BNC);

7. AUA=A;



10.

11.

ANA=A;
DUA=A;
UNA=A;

AU(BNC)=(AUuB)N(AUO);

12. AN(BUC)=(ANB)U(ANC);
13. (AUB)¢ = A°NB°e (AN B)¢ = A°U B° (Leis de De Morgan).
Demonstracao:
1. Note que paup(x) = max{pa(z), pp(z)} = max{pp(x), pa(x)} = vpua(z).
2. Analogo ao item anterior.
3. Veja que ¢p(x) = 0, para todo z € U. Também, ¢y (z) = 1, para todo elemento = € U. Agora
perceba que para qualquer conjunto fuzzy A, temos que 0 < pa(x) < 1, umavez que p4 : U —
[0, 1]. Sendo assim,
pp(z) =0 < pa(z) <1=pu(z).
Portanto, ) C A C U.
4. Exercicio.
5. Temos que ¢(aupyuc(r) = max{paur(2), pc(z)} = max{(max{pa(z), pp(r)}), pc(z)}. Por

outro lado, Y au(suc) (z) = max{pa(r), opuc(z)} = max{pa(z), (max{pp(x), pc(r)})}. Vamos
supor entdo os seguintes casos:

@) pa(z) < vp(@) < po(v)
(0) wal(r) < polz) < vp(z)
(©) ¢r(z) < palz) < pcl(z)
@) ¢5(7) < pc(z) < palz)
(€) vo(z) < pp(r) < pa()
() pc(x) < palx) < pp()

Vejamos o caso (a). Assim,
¢aupyuc () = max{(max{pa(z), p5(®)}), pc(®)} = max{ep(z), pc(z)} = pc(z).
Por outro lado,

pau(uc) () = max{pa(z), (max{pp(z), pc(2)})} = max{pa(z), po(2)} = po(w).

Analogamente, pode-se mostrar para os demais casos. Logo, segue a igualdade.

Exercicio (para entregar): Demonstre as propriedades 4, 7, 10 e 13.

Dica para o item 13: 0 maximo entre duas fungdes pode ser escrito da seguinte forma:

(f(z) + g(z) + [f(2) — g(2)])

DN | =

max{f(z),g(z)} =



€ 0 minimo é pode ser escrito como

(f(z) + g(z) = [f(2) — g(2)])

N | =

min{f(z),g(x)} =



Capitulo 4

Os a-niveis de conjuntos fuzzy

Considere uma situagdo em que o modelador queira levar em conta apenas os elementos que
cumprem uma propriedade, estabelecida pelo conjunto fuzzy A, com um certo grau de associagao. Por
exemplo, “considere o grupo de pessoas que pertencem ao conjunto dos jovens, com grau de pertinéncia
de pelo menos 0,5.” Com isso fazemos um “corte” no conjunto fuzzy, de modo que apenas os elementos
que possuem pertinéncia maior que aquele corte serdo considerados na modelagem (veja Figura 4.1).

¥A
1

A

0 [A]° U

Figura 4.1: Corte do conjunto fuzzy A, em uma altura o € [0, 1]. O conjunto obtido no eixo-x, denotado
por [A]%, representa o a-nivel de A.

A partir da ideia de fixar niveis de associagao de um elemento = em um determinando conjunto
fuzzy A, definimos o conceito de a-niveis, em que « € [0, 1] representa o grau de associagdo do elemento
x em A. Assim,

[A]* ={z €U : pa(z) > a}, se a € (0,1].

[A°={z e U:pa(zx) > 0}.

em que a notacdo Y representa o fecho de um subconjunto Y.

Observacao 1: A fim de evitar que o 0-nivel seja igual ao conjunto universo U, a definicdo do 0-nivel é
estabelecida de modo diferente da definigdo para os outros valores de « € (0, 1], como visto acima.

Observacao 2: é importante ressaltar que o 0-nivel, assim como foi definido acima, é consistente apenas



no caso em que U é um espaco topologico.

Pergunta: Quais propriedades os «a-niveis possuem?

1. Se 0 < a < 3 <1, entdo [A]° C [A]~.
Dem: Vamos provar que esse resultado de fato é valido. Primeiro vamos supor o« > 0. Seja
x € [A]P. Assim, temos que p4(z) > 3. Por hipotese, temos que 3 > a. Logo, pa(z) > 3 > a.
Portanto, pa(z) > «a, e assim, z € [A]*.
Por fim, vamos supor que a = 0. Seja = € [A]®. Assim, p4(z) > 5. Como 3 > «, por hipétese,
entdo 4 (z) > B > a = 0. Lembre-se que, para o = 0, temos que [A]° = {z € U : p4(x) > 0}.

Se pa(x) >0,entdox € {x €U :pa(x) >0} C{xcU:palx) >0} =[A".
Se pa(x) =0, entdo x € [A]7 = [A]° = [A]~.

2. Sejam A e B dois subconjuntos fuzzy de U. Assim, A = B se, e somente se [A]* = [B]?, para
todo « € [0, 1].

Exercicio (para entregar):

1. Prove a propriedade 2 acima.
Vamos provar primeiramente a ida do resultado.

Se A = B, entdo p4(z) = pp(z), paratodo z € U. Sendo assim, para a € (0, 1]
[A] ={2€U:pa(x) >a} ={zxeU:pplx)>a} =[B]"
Para a = 0, temos que
{x eU:pa(z) >0} ={z€U:¢pp(z) >0}

Portanto,

[A'={zcU:pa(r) >0} ={zcU:pp(r)>0}=[B]"

Logo, [A]* = [B]*, para « € [0, 1].
Vamos agora provar a reciproca do resultado (volta).

Suponha que [A]* = [B]%, para todo « € [0,1]. Por absurdo, suponha que A # B. Isso significa
que existe algum zy € U tal que va(zo) # ¢p(z). Consequentemente, temos que ¢ 4(zp) <
wB(zo) ou pa(zo) > wr(x). Sem perda de generalidade, suponha que ¢ 4(zo) < pp(zp). Tome
entdo o = wp(zy). Note que zo € [B]* = [B]#2(*0), pois pp(zo) > ¢p(xo) = . Por outro
lado, @a(r0) < pp(ro) = a, logo zo ¢ [A]* = [A]#2(¥0), Portanto, temos que [A]* # [B]%,
contradizendo a hipétese. Assim, concluimos que A = B.

2. O nucleo de conjunto fuzzy A é definido pelos elementos que tem total associagdo com o conjunto
fuzzy A, isto é,
Nuc(A) = [A]'.

Por outro lado, o suporte de um conjunto fuzzy é definido pelos elementos que tem alguma associ-
acao nao nula com o conjunto fuzzy A, isto &,

supp(A) = {z € U : pa(z) > 0}.



Por fim, o diametro (ou chamado também de largura) de um conjunto fuzzy é definido pelo tamanho
de seu 0-nivel, e esta associado com a maior incerteza que ele modela.

Sabendo disso, considere o seguinte conjunto fuzzy:

x, se<z<1
1, sel<z<3
4—z, sed3<xr<4

0, caso contrario

Determine o nucleo, suporte e o didmetro do conjunto fuzzy A.
3. Desenhe um conjunto fuzzy que cumpre as seguintes propriedades:
(a) O nucleo é vazio;

(b) O 0, 5-nivel é dado por dois intervalos disjuntos;

(c) O 0-nivel é dado pelo conjunto universo U = R.



Capitulo 5

Calculo de a-niveis e os numeros fuzzy

Na aula anterior vimos o conceito de a-niveis de um conjunto fuzzy. Hoje veremos como calcular
esse tipo de conjunto (classico). A partir de agora, consideraremos o conjunto universo U como sendo o
conjunto dos numeros reais R.

Considere o seguinte conjunto fuzzy A

r—1, sel<x<2
palr)=q3—2, se2<z<3 . (5.1)

0, caso contrario

Para « € (0, 1], temos:
[A]* ={x e R: pa(x) > a}.

Para 1 < z < 2, temos que
valz)>a = z-1>a <= z>a+l

Assim, temos que o + 1 < z < 2. Isso signifca que [4]* = [« + 1,2] em [1,2].

Para 2 < z < 3, temos que
valz) >a <= 3—-z>a <<= z<3-a

Assim, temos que 2 < = < 3 — «. Isso signifca que [A]* = [2,3 — a] em [2, 3].

Para oo = 0, temos:

supp(A) ={zx € R: pa(x) >0} =(1,3)

Portanto, [A]" = supp(A4) = (1,3) = [1, 3].
Sendo assim, para a € (0,1], temos que [A]* = [a + 1,2]U[2,3 —a] = [+ 1,3 — a].

Logo, os a-niveis de A sdo dados por

[a+1,3—a], aec(0,]1]

Al =
14 [1, 3], a=0



Note que substituindo o« = 0 na expresséo [« + 1,3 — «], obtemos exatamente [1, 3]. Portanto,
para este exemplo, podemos escrever simplesmente

[A]* = [a+1,3 — a].
Vamos definir agora o conceito de nimeros fuzzy.
Definicao: Um conjunto fuzzy A é chamado de nimero fuzzy, se as seguintes condi¢gdes forem satisfeitas:

1. A é um subconjunto fuzzy de U = R;
2. O nucleo de A é diferente de vazio;
3. Os a-niveis de A sao intervalos limitados e fechados, para todo « € [0, 1];

4. O suporte de A é limitado.

Note que todo nuamero real é também um numero fuzzy (faga um gréafico para se convencer
desse fato).

Exercicio: (para entregar)

1. Considere a < u < b nimero reais. Seja A um conjunto fuzzy, cuja funcdo de pertinéncia é dada

por
=t zcla,ul
wa(z) = ﬁ—:b, x € [u, b
0, Caso contrario

Faca um grafico do conjunto fuzzy A e mostre que A é um namero fuzzy.

Observacao: O numero fuzzy definido acima é chamado de nimero fuzzy triangular.
2. Seja A um conjunto fuzzy, cuja fungao de pertinéncia é dada por
eIl g e [11,14]
1, T € [14,17]

A=tz e [17,20]

0, Caso contrario

Faca um gréfico do conjunto fuzzy A e mostre que A € um namero fuzzy.

Observacgao: O numero fuzzy definido acima é chamado de nimero fuzzy trapezoidal.

3. Seja A um conjunto fuzzy, cuja fungao de pertinéncia é dada por

z—1, z€ll,2]

s ze(2,3

palr) =252, z€(3,4]
[4,5]

0, Caso contrério

Faca um grafico do conjunto fuzzy A. O conjunto fuzzy A € um ndmero fuzzy? Justifique.



Exemplo: Considere o conjunto fuzzy A dado pela seguinte fungédo de pertinéncia:

%4, x € [4,06]
palx) =4 8%, z€[6,8]
0, Caso contrério

Lembrando que os a-niveis sdo dados por [A]* = {z € R : p4(x) > a},paral < a < 1le
[A]% = supp(A).
Calculemos entdo os a-niveis de A. Para 0 < a < 1, temos

—4
palz) >a <= 172 >a, sex€[4,6],

8 —x

valz) > a — 5 >a, sex € |[6,8].
Portanto,
4
x2 >Sa = 1-4>2 = z>20+4 <= 2a+4<x<6, sexcl[46]
8_
zxza e 8-1>2% = 2<8-2a0 <> 6<r<8-2 sexcl68

Com isso, concluimos que os a-niveis sao dados por

[A]* = 2a+4,6]U[6,8 —2a] = [2a+ 4,8 — 2a], Va € (0,1].

Para o 0-nivel, temos que supp(A) = (4,8), e assim, (4,8) = [4, 8].

Note que o 0-nivel coincide com a definigdo de [A]%, para 0 < « < 1, substituindo o = 0. Isso
sempre ocorre para numeros fuzzy triangulares. Ainda mais, os a-niveis obtidos pela unido dos intervalos
(como feito acima) sempre resultara em um intervalo.

A mesma observagao feita acima vale para nimeros fuzzy trapezoidais.

Exemplo: Considere o seguinte conjunto fuzzy A, determinado pela seguinte funcédo de perti-

néncia.
4z —2?), z€][0,1]

palz) = »
0, Caso contrario

Note que, supp(A) = (0, 1), e portanto, [A]° = (0,1) = [0,1]. Para 0 < « < 1, temos que

pa(r)>a <= 4dz—2H)>a <= —d2®+4r-a>0

Pela formula quadratica temos que:

4+ VI6—1 —4+ \/16(1 — —4x4/1-
T = g ba — T = 8( Oé) S x:#

1+/1-a)
2



Obtemos entao duas raizes:

1—V1—« 1+vV1—«
xlzf e xng

Portanto, os a-niveis de A séo dados por

(Al = 17\/21704

7

1+vV1—«
5 .

Exemplo: Provemos que [A N B]* = [A]* N [B]*, para todo « € [0, 1] e quaisquer conjuntos
fuzzy Ae B. Se AN B = () ndo ha nada o que provar. Suponha AN B # ().

(Ida) Seja z € [AN B]%, logo pang(x) > «. Isto é, min{pa(z), ps(x)} > «. Note que

pa(r) > min{pa(z), pp(r)} > a = pa(r) > a =z € [A]

ep(r) > minfpa(z), ()} > a = ¢p(r) > o=z € [B]*

Portanto, « € [4]* N [B]*. Assim, [A N B]* C [4]* N [B]*.

(Volta) Seja x € [A]* N [B]*. Logo, pa(x) > a e ¢p(x) > «. Portanto,
pans(z) = min{pa(z), pp(2)} > a.

Logo, = € [AN B]%, e assim, [A]* N [B]* C [A N B]*, concluindo a igualdade.

Exercicios (para entregar):
1. Mostre que [AU B]~ = [A]* U [B]%, para qualquer « € [0, 1], e para quaisquer conjuntos fuzzy A e
B.
2. Calcule os a-niveis de AN B, sendo A = (1;2;3) e B = (2;3;4) numeros fuzzy triangulares.

3. Determine os a-niveis do conjunto fuzzy abaixo chamado de numero fuzzy Gaussiano.

e<7(zzu)2), seu—0<z<u+d

‘PA(‘T) - . )
0, Caso contrario

em que § > 0 é um valor fixo.



Capitulo 6

Principio de extensao de Zadeh

Hoje falaremos sobre o principio de extensdo de Zadeh, que estende o conceito de fungao
classica para uma fungéo fuzzy. Uma funcéo fuzzy pode ser determinada de varias formas:

« FF:Rp —» Rp. Exemplo: F((a;b;c)) = 2(a; b;c).

« FF:R — Rp. Exemplo: F(x) = z(a; b; c).

A extensdo de Zadeh produz uma funcao fuzzy do primeiro tipo, mas para isso é necessario
ter em maos uma funcéo classica f : X — Y. Assim, dado um subconjunto fuzzy A C X, temos que
o principio de extensdo de Zadeh produz o subconjunto fuzzy f(A) de Y . Em outras palavras, esse
principio produz uma fungao do tipo f : F(X) — F(Y).

Dessa forma, Zadeh propos a seguinte defini¢do:

Definicdo: Seja f : X — Y uma funcéo classica e A C X subconjunto fuzzy. O conjunto fuzzy f(A) de
Y é definido pela seguinte fungé@o de pertinéncia:

@f(A)(y): sup @a(x)
f(z)=y

E importanto observar que, se néo existir z € X de tal forma que f(x) = ¥, entdo atribuimos a pertinéncia
igual a 0. Para isso & necessario estudar a pré-imagem de y, isto &, f~1(y).

A fim de simplificar a notagao, € comum ver nas referéncias, o seguinte:

f(A)(y) = sup A(z)
f(@)=y

Exemplo: Sabe-se que um conjunto fuzzy A tem a seguinte propriedade: p4(—2) = 0.5, p4(—1) = 0.25,
pa(0) =1, pa(1l) =0.25, ¢4(2) = 0.45, v4(3) = 0.75. Considere a fungéo f(x) = 2z.

* Qual a pertinéncia de y = 6 no conjunto fuzzy f(A)?

Note que z = 3 € 0 Unico elemento na pré-imagem de y = 6. Entéao,

f(A)(6) = f(sgg(s A(x) = sup{A(3)} = sup{0.75} = 0.75.

Agora considere f(r) = z2.



- Qual a pertinéncia de y = 9 no conjunto fuzzy f(A)?

Note que z = 3 é o Unico elemento na pré-imagem de y = 9. Entéo,

F(A)(9)

sup A(x) =sup{A(3)} =sup{0.75} = 0.75.
F(z)=9

» Qual a pertinéncia de y = 1 no conjunto fuzzy f(A)? Nesse caso temos dois elementos na pré-
imagemdey = 1,isto é,x = —1 e x = 1. Assim,

fA1) = f(SL?il A(z) = sup{A(—-1), A(1)} = sup{0.25,0.25} = 0.25

» Qual a pertinéncia de y = 4 no conjunto fuzzy f(A)? Nesse caso temos dois elementos na pré-
imagemde y =4, isto é,x = —2 e x = 2. Assim,

f(A4) = f(su)I:)4 A(z) = sup{A(-2), A(2)} = sup{0.5,0.45} = 0.5

E possivel determinar os a-niveis da extensdo de Zadeh de um conjunto fuzzy, através de uma
funcédo f. Se a fungéo f for continua e bijetiva, entdo os «a-niveis de f(A) sdo dados por:

[F(A)" = F(1A]"), Vae[0,1].
Em termos gerais, é possivel determinar os a-niveis da seguinte forma:

[f(A)]a: inf f(z), sup f(x)|, Vae€]|0,1].
z€[A]™ zE[A]>

Exemplo: Considere o seguinte conjunto fuzzy A, dado por

4(x —2?), sex€[0,1]

palz) = Co
0, caso contrario
Os a-niveis de A séo dados por
1 1
[A]" = |5 =VI=a),s(1+VI=-a)|.

Considere a seguinte fungao classica f(z) = x?. Como a fungéo f, restrita ao intervalo [0,1] € uma



funcao continua e bijetiva, entdo temos que

far = 1 (30-vima).g (jarviza)|

- |(ha-via). (;mmﬂ
_ ;11(1 —Vi—a)? i(l + \/ﬂ)ﬂ
E

= 1-2vVl—a+(1-a),

: (1—1—2\/1—(1—1—(1—(1)}

>~ =

= 'i@_2¢T—a—a%i@+2¢T—a—aﬂ

Exemplo: Considere o numero fuzzy triangular A = (—1;0;1) e a fungéo classica f(z) = x2. Note que
f, restrita ao intervalo [—1, 1] ndo é injetora. Portanto, a primeira expressao para o célculo de a-niveis
nao pode ser utilizada.

Perceba que de fato isso é verdade. Os a-niveis de A sdo dados por [A]* = [-1+ «a,1 — a].
Se fosse possivel a primeira expressao, entao teriamos:

[f (A [f(=14a), f(1 = )]
[(-1+a)? (1 - a)?]

[@® —2a +1,0% — 2a + 1]

Note que a expressado acima ndo é compativel para conjuntos fuzzy. Lembre-se que todo con-
junto fuzzy A deve satisfazer o seguinte: Se 3 > «, entéo [A]? C [A]®. Perceba agora que

[F(A)" = [0,0] ¢ [1,1] = [f(A)]°.
Dessa forma é preciso resolver o problema utilizando a segunda expressao, isto &,

[fA)e =] inf 2% sup 2P|, Vaelo1]
z€[~1+a,1-a] z€[~1+a,1-a]

A fungdo f(z) = z? vai assumir os valores de maximo e minimo em trés possivel valores:
r€{-1+a,1—a,0}. Como f(—-1+a)=f(1-a)=a®—-2a+1>0= f(0), segue que:

[f(A)* =[0,a® —2a+1], Vaelo,1].

Exercicio (para entregar): Determine os a-niveis da extensao de Zadeh do conjunto fuzzy

4(x —2?), sex€[0,1]
palz) = Co
0, caso contrario

pela fungéo classica f(z) = z2.



Capitulo 7

Relacoes Fuzzy

Uma relagéo classica entre dois universos U e V' é definido por qualquer subconjunto de U x V.
Em termos de fungdo, uma relagéo classica R pode ser caracterizada por

XRZUXV%{O,].}

Isto é, se x € U e y € V estdo relacionados segundo a relagédo R, entdo xr(z,y) = 1. Caso contrario,
ou seja, se eles ndo estdo relacionados conforme a relagdo R, entdo xz(z,y) = 0.

Exemplo: Considere a relagdo R de “maior (>)"em R x R.

Pergunta: O numero 4 esta relacionado com 2? Sim! Como 4 é maior que 2, temos que
xr(4,2) = 1. O numero 2 esta relacionado com 4? Nao! Como 2 nido é maior que 4, temos que
XR(274) =0.

Existem diversas propriedades de relagdes. Algumas delas sao:

1. (Reflexiva) Dizemos que uma relagao é reflexiva se x esta relacionado com o préprio z.

2. (Simétrica) Dizemos que uma relagao é simétrica, se x estiver relacionado com y e y estiver relaci-
onado com z.

3. (Transitiva) Dizemos que uma relagao é transitiva, se z estiver relacionado com y, e y estiver rela-
cionado com z, implicar que x esta relacionado com z.

Um exemplo de relacéo reflexiva é o de “divisibilidade”. Isso porque todo elemento (ndo nulo)
é divisivel por ele mesmo. Um exemplo de relagao simétrica é o de “igualdade”. Um exemplo de relagao
transitiva € o de “maior”.

Em todos esses exemplos mencionados acima, nao ha incerteza sobre os critérios da relagao.
Por exemplo, ndo ha duvidas se dados dois elementos, eles sao iguais ou ndo. No entanto, algumas
relagbes possuem subjetividades.

Exemplo: Considere os seguintes animais: Aguia, cobra e sapo. Considere a relacdo de predacéo.
Como a 4guia preda tanto a cobra quanto o sapo, temos que x r(&guia,cobra) = 1 e x g(4guia,sapo) = 1.
Poderiamos ponderar a preferéncia de predagao da aguia em relagdo a cobra e o0 sapo da seguinte forma:
pr(aguia,cobra) = 0.75 e pr(4guia,sapo) = 0.25.

Baseados nesse exemplo, definimos:



Definicao: Uma relacéo fuzzy nos universos U e V sdo definidos através de qualquer subconjunto fuzzy
do cartesiano U x V. Isto é, uma relagao fuzzy caracterizada pela seguinte fungédo caracteristica:

or(z,y) : U XV = [0,1].

em que pr(z,y) representa o grau de associagdo em que x esté relacionado com y, segundo a relagéo
R.

Exemplo: Considere os seguintes animais: aguia (a), cobra (c), inseto (i), lebre (I) e sapo (s). Considere
também a relagdo R de predacgéo, ou seja, xRy, se x é predador de y.

R a c i | s
al| 0 0 0 |0 O
c 1 02| 0 |0]| O
i | 0,1 0 |03|0 1
I 1 08| 0 |[0] O
s | 0,2 1 0 |0 O01

No contexto da teoria de conjuntos fuzzy, também sao definidas relagées fuzzy reflexivas, simé-
tricas e transitivas.

Quando estamos tratando de uma relagao fuzzy em um universo X; x X5, dizemos que a
relacédo R € uma relagéo fuzzy binaria. De um modo geral, uma relagédo fuzzy em X; x ... x X,,, dizemos
que R é uma relagao fuzzy n-aria.

Sejam Rem U x V e Sem V x W. Definimos a relagdo de composigao entre as relagoes R e
S pelarelagdo T' = R o S dada por:
or U xW —[0,1]

em que
or(u, w) = sup[min{pr(u, v), ps(v, w)}]
veV
Obs: Essa operagdo é também chamada de operagdo max-min. Embora ndo seja a mesma coisa, a
formulagao é parecida com o principio de extensao de Zadeh para duas variaveis, isto é,

@f(AA,B)(Z) = f(sul)) min{wa(z), ¢B(y)}
T,y)=z2

Exercicios (para entregar):

1. O produto cartesiano fuzzy dos subconjuntos fuzzy A de U e B de V' é definido pela relagéo fuzzy
A x B, cuja fungao de pertinéncia é dada por:

vaxp(z,y) = min{pa(z), op(y)}-

Sabendo disso, considere U = V' 0 universo composto por pacientes de um hospital. Sejam A
e B os conjuntos fuzzy que representam os pacientes com febre e tosse, respectivamente. Para
diagnosticar um paciente em relagdo a determinada doenga (Covid, por exemplo), 0 médico faz uma
avaliagdo com alguns dos pacientes sobre os sintomas apresentados. A febre pode ser dada pelas
temperaturas possiveis de um individuo e a tosse pela frequéncia de ocorréncia. Apds a avaliacao,
0 médico obteve as seguintes respostas:

Responda:



Paciente || (A) Febre | (B) Tosse
1 0,25 0,65
2 0,75 0,4
3 0,9 0,8

a) Qual paciente tem um grau de pertinéncia maior em relagao a febre?

b) Qual paciente tem o grau de pertinéncia menor em relagao a tosse?

¢) Qual o grau de pertinéncia de cada um dos pacientes no conjunto de pessoas que estao com
febre e tosse?

2. Uma relacao fuzzy binaria R sobre U x U é chamada de:

(a) reflexiva, se pr(z,x) =1;

(b) simétrica, se wr(z,y) = ¢r(y,7);

(c) transitiva, se vr(7,2) > ¢r(z,y) € pr(z,2) > Yr(Y, 2)-

Responda:
i) O exemplo de predador fornecido anteriormente, satisfaz alguma das relagées acima? Se sim,
quais?
i) D& um exemplo de relagao fuzzy para cada um dos casos acima e justifique.
3. Considere os seguintes universos U = {Aguia, Cobra, Inseto}, V = {Cobra, Inseto, Lebre} e W =

{Lebre, Sapo}. Sejam R e S relagdes fuzzy de predagdo sobre U x V e V' x W, respectivamente,
cujas pertinéncias sao dadas abaixo:

Considere arelagdo T'= R o S. Determine:

R a c i

cl 11020 . ? 0°8
i (01| 0 |03 1
1 [08] 0

a) T(Aguia,Lebre)
b) T'(Cobra,Sapo)

¢) T'(Inseto,sapo)



Capitulo 8

T-normas e S-normas

Nosso objetivo daqui pra frente é trabalhar com regras do seguinte tipo:
“Sexé Aeyé B,entadozé C”
ou
“Sexé Aouyé B,entdozé C”

Até aqui ja vimos como trabalhar as expressdes “x é A”. Agora é necessario aprender 0s

conectivos légicos e e ou. Além disso, precisamos aprender a trabalhar com “Se....entdo” do ponto de

vista da logica fuzzy.

Na l6gica classica os conectivos e e ou sao definidos pelos operadores minimo e maximo, res-
pectivamente. Por exemplo, a afirmagéo “Se x é Aey é B..” fica min(xa(x), xp(y)). Para estender tais
operadores légicos, utilizamos o conceito de t-normas e s-norma (ou também chamado de t-conorma).

Definicao: Dizemos que o operador ¢ : [0,1] x [0,1] — [0,1] € uma t-norma, se satisfizer as seguintes
propriedades:

1. Elemento neutro: ¢(1,2) =1tz = z.
2. Comutativa: t(z,y) =xty=ytx =1t(y,x).
3. Associativa: t(z, t(y, z)) = t(t(x,y), 2).

4. Monotonicidade: Se z < u e y < v, entdo t(z,y) < t(u,v).

Note que o operador minimo (que generaliza o conectivo légico classico e) é um exemplo de
t-norma. Pois,

1. min{1, 2} = x, pois = € [0, 1] e o maior valor possivel que = poderia assumir é 1.
2. Como min{z,y} = min{y, z}, para quaisquer =,y € [0, 1].

3. Suponha todos os casos, isto &,



Faremos o caso (a) e os outros seguem de forma analoga. Assim,
min(z, min(y, z)) = min(z,y) = .
Por outro lado,
min(min(z,y), z) = min(z, z) = z.
Logo, ¢t = min € associativo.

4. Sejam x < u ey < v. Assim, temos 0s seguintes casos:

Faremos o caso (a) e os outros seguem de modo analogo.
min(z,y) = x.
Por outro lado,
min(u, v) = u.

Portanto, por hip6tese, temos que:
min(z,y) =z < u = min(u, v).
Portanto, o operador minimo satisfaz a propriedade de monotonicidade.

Com isso mostramos que o operador minimo é uma t-norma. Esse operador é denotado por ¢,
(ou em algumas referéncias, por tyin)-

Exemplo: O operador ¢, definido por ¢,(z,y) = xy é chamado de t-norma do produto.
Exemplo: O operador ¢, definido por t;, = max(0,xz + y — 1) é chamado de t-norma de Lukasiewcz.

Exemplo: O operador t,; definido por

z, y=1
td(l',y) = Yy, T = 1

0, caso contrario

é chamado de t-norma drastica.

E possivel provar que toda t-norma é limitada pelas t-normas do minimo e da dréastica, isto &,
para toda t-norma ¢, vale o seguinte:

ta(z,y) <t(z,y) <tal,y)



Definicao: Dizemos que o operador s : [0, 1] x [0,1] — [0, 1] € uma s-norma, se satisfizer as seguintes
propriedades:

1. Elemento neutro: s(0,z) =0 s = = x.
2. Comutativa: s(z,y) =z sy =y sz = s(y, ).
3. Associativa: s(z, s(y, z)) = s(s(z,y), 2).

4. Monotonicidade: Se x < uey < v, entdo s(z,y) < s(u,v).

Note que o operador maximo (que generaliza o conectivo logico classico ou) € um exemplo de
s-norma.

1. Note que max(0,z) = z, porque z € [0, 1], e portanto, 0 € o menor valor que = pode assumir, isto
é,0<uz.

2. Também, max(z,y) = max(y, ).

3. Suponha todos os casos, isto é,

Faremos o caso (a) e os outros seguem de forma analoga. Assim,
max(z, max(y, z)) = max(z, z) = z.

Por outro lado,

max(max(x,y), z) = max(y, z) = z.

4. Sejam xz < u ey < v. Assim, temos os seguintes casos:

Faremos o caso (a) e os outros seguem de modo anélogo.
max(z,y) = y.

Por outro lado,

max(u,v) = v.

Assim, temos que

max(x,y) =y < v = max(u, v).

Portanto, segue a propriedade de monotonicidade.



Com isso provamos que o operador maximo é um exemplo de s-norma, e € denotado por s\, (ou
também, denotado por sy ax)-

Exemplo: O operador sz, chamado de s-norma de Lukasiewcz é definido por s(x, y) = min(1,z + y).
Exemplo: O operador s; chamado de s-norma da soma é definido por ss(z,y) = x + y — ay.
Exercicio (para entregar:

1. Prove que os operadores t,, e t;, séo de fato t-normas.

2. Prove que os operadores sy, € s, sao de fato s-normas.

3. Um operador 7 : [0, 1] — [0, 1] é chamado de negagéo se satisfizer as seguintes propriedades:

(@ n(1) =0en(0)=1.

(b) n é descrescente.
Mostre que 1 (z) = 1 —x e ne(x) = ifi sdo negacoes.

4. Dizemos que uma t-norma e uma s-norma sao duais em relagao a uma negagao n (denotamos por
(t,s)y), se satisfazem as leis de De Morgan, isto é,

n(t(z,y)) = sn=),n(y))
n(s(z,y)) = tn(x),n(y)).

Mostre que:

(@) (ta,sv)n,, sdo duais.

(b) (tr,sr)y,, sdo duais.



Capitulo 9
Implicacoes Fuzzy

Da légica classica temos que uma implicagdo (p = ¢) assume os seguintes valores:

» Se p é verdadeiro, ou seja, assume o valor 1, e ¢ for verdadeiro, isto €, assume o valor 1, entdo a
implicagdo é verdadeira.

» Se p é verdadeiro, ou seja, assume o valor 1, e ¢ for falso, isto é, assume o valor 0, entdo a
implicagéo é falsa.

« Se p é falso, ou seja, assume o valor 0, e ¢ for falso, isto &, assume o valor 0, entdo a implicagao é
verdadeira.

» Se p é falso, ou seja, assume o valor 0, e ¢ for verdadeiro, isto é, assume o valor 1, entdo a
implicagédo é verdadeira.

Resumindo,

OO | =T
O = | O =

Tabela 9.1: Tabela verdade classica

Definicdo: Uma implicagdo fuzzy é definido por um operador =: [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] de tal forma que
as seguintes condigcbes sao satisfeitas:

1. Ela deve reproduzir a tabela verdade classica;
2. Decrescente em relagao a primeira variavel, isto é, se u < z,entdoz = y < u = y;

3. Crescente em relagdo a segunda variavel, isto é,se y < v, entdoz = y < = = v.
Exemplo: O operador definido por

1
(z=cy) =
Yy, Se x>y

, sexz<y

€ chamado de implicagao de Gddel.



1. Vamos checar que o operador = reproduz a tabela verdade.

(@) Sex=0ey=0,entdo (0= 0) = 1;
(b) Sex=0ey=1,entdo (0 =g 1) = 1;
(c) Sexz=1ey=0,entdo (1 = 0) =0;
(d) ( )=1

d Sex=1ley=1,entdo (1 =¢ 1
2. Seja u < x. Vamos considerar os seguntes casos:

a) Sex<yeu<y;

(a)

(b) Sex<yewu>y;

(c) Sex>yeu<y;

(d) Sexz>yeu>uy.
Note que o caso (b) ndo pode ocorrer, uma vez que se x < y e u > y, teriamos que = < u, 0 que
nao ocorre por hipétese. Vejamos o caso (a):

r=>gy=1

Por outro lado,

u=gy=1
Assim, em particular segue que
(@=cy)=1<1=(u=cy)
Vejamos o caso (c):

r=qy=Y

Por outro lado,
u=>gy=1

Assim, segue que
(z=c¢y)=y<l=(u=qcy)

Vejamos o caso (d):
r=cgyY=yY

Por outro lado,

U =gy =y.

Assim, em particular segue que
@=cy =y<y=(u=cy)

3. Considere y < v. Vamos considerar 0s seguntes casos:

(a) Sex<yex <w;
(b) Sex<yex>u;
(c) Sex>yex <w;
(d)

d Sez>yexz>w.



Note que o caso (b) ndo pode ocorrer, uma vez que se = < y e u > ¥, teriamos que x < u, 0 que
nao ocorre por hipdtese. Vejamos o caso (a):

(z=cy) =1

Por outro lado,
(x=gv)=1.

Assim, em particular segue que
(r=cy)=1<1=(z=qgv).

Vejamos o caso (c):
(x=cy) =y

Por outro lado,
(x=gv) =1

Assim, em particular segue que
(x=cy)=y<1=(r=¢gv).

Vejamos o caso (d):
(z=cy) =y

Por outro lado,
(r =g v) =w.

Assim, por hipbtese segue que
(x=cy) =y<v=(xr=gv).
Vamos definir agora uma relagéo fuzzy dada por:
er(@,y) = (pa(®) = oB(Y)).

Note que da teoria classica, temos o seguinte:

1 se(x¢ Aeyqualquer)ou (z € Aey € B)

Xr(z,y) = (xalz) = xB(Y)) =
0 sexcAey¢ B

Da teoria classica, temos que

sup min(xa(z), xr(z,y)) = x5(Y) (9.1)

Para verificar essa igualdade, vamos supor dois casos: (a) y € B (b) y ¢ B.

Caso (a): O lado direito é igual a x5(y) = 1. Por outro lado, temos que x g(z,y) = 1, pois y € B. Assim,

sup min(x (), xr(z,y)) = sup min(xa(z),1) = sup xa(x) =1 = xp(y).
zeU xelU xeU



Caso (b): O lado direito é igual a x(y) = 0. Primeiro note que se y ¢ B e z € A, entdo xg(z,y) = 0.
Assim,

sup min(x (), xr(z,y)) = sup min(xa(z),0) = sup0 =0 = xB(y).
zelU xeU xeU

Por outro lado, se y ¢ Be x ¢ A, entdo xr(z,y) = 1. Assim,

sup min(x 4 (), xr(,y)) = sup min(0,1) = sup 0 = 0 = xB(y).
xeU xzelU xeU

Baseado na Equacgéao (9.1) generalizamos essa relagao para

21615' t(‘PA('T)7 @R(zv y)) = ¥B (y)’

em que ¢ representa uma t-norma.

Exercicio (para entregar):

1. Mostre que o operador abaixo, chamado de implicagao de Lukasiewicz, é de fato uma implicagao
fuzzy:
(x=ry)=min(l —z+y,1).

A implicagdo de Lukasiewicz € descrescente na primeira variavel. Isto é, se x < u, entdo devemos
conlcuir que (z =1 y) > (u =1 y). Se x < u, entdo —x > —wu. Portanto, 1 —z +y > 1 —u +y.
(Guarde essa informagao!) Agora, vamos analisar o minimoentre l —z+yel.Sel—z+y <1,
entdo y < x. De modo analogo, temos que se 1 — u 4+ y < 1, entdo y < u. Sendo assim, temos o0s
seguintes casos a serem analisados:

a

b

) y<zey<u

) y < x ey > u; (Esse caso ndo ocorre por hipotese)
C)y>zrey<uy

)

d y>zrey>u.

2. Mostre que o operador abaixo, chamado de implicagdo de Wu, é de fato uma implicagao fuzzy:

1, sex <y
(z=>wy) =
min(l —z,y), sex >y

3. Uma implicagdo fuzzy é chamada de S-implicagdo se puder ser escrita na forma

(x =y) = s(n(x),y),
em que s € uma s-norma e 1 € uma negagao.
Uma implicagao fuzzy é chamada de R-implicagao se puder ser escrita na seguinte forma

(x = y) =sup{z € [0,1] : t(z,2) <y},

em que t € uma t-norma.

Mostre que a implicagao de Gddel € uma R-implicagao (com a t-norma do minimo) e que a implica-
¢ao de Lukasiewicz € uma S-implicagéo.



Observacao:

1, se x <y

(r=cy) =
Yy, Se x>y

Considere = < y. Nesse caso, temos por definigdo que (z =¢ y) = 1. Por outro lado, analisemos
a seguinte expressao:
sup{z € [0, 1] : min(zx, ) < y}

Suponha que x < z. Logo, a expressado acima fica:
sup{z € [0,1] :x <y} =1,

uma vez que z < y por hipétese e portanto a condigdo é satisfeita para qualquer z € [0, 1].

Por outro lado, suponha que = > z. Logo, temos:

sup{z € [0,1] : z < y}.

Note que, se z < z e por hipotese x < y, entdo z < y. Portanto, como a condigdo é sempre
satisfeita, segue que
sup{z € [0,1] : z <y} = 1.

Tentem reproduzir o caso em que x > y.
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