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Introducao

Este texto traz um breve resumo do conteldo de Biomatematica estudado pela turma 2022 da
llum Escola de Ciéncia. Os tépicos abordados aqui corresponderdao a um estudo direcionado para proble-
mas bioldgicos do ponto de vista matematico. Espera-se que os alunos utilizem todo o conteldo matematico
e computacional visto até 0 momento no curso para modelar e resolver problemas dentro da area de Bioma-
tematica.

Inicialmente esse material servird como guia e também um resumo do conteldo ja visto pelos
alunos. Os exemplos e exercicios propostos aqui sdo em sua maioria 0s mesmos discutidos em sala de
aula.

Fica aqui o agradecimento aos Professores Doutores Laécio Carvalho de Barros e Estevao Esmi
Laureano que cederam alguns dos contelidos de suas notas de aula para a produgio deste material.

Bibliografias principais: Barros and Esmi (2019); Edelstein-Keshet (2006); Segel and Edelstein-
Keshet (2014); Murray (2011).



Capitulo 1

Modelos em Biomatematica

Neste capitulo apresentaremos alguns dos modelos mais conhecidos na area de Biomatematica.
Os tipos de modelos mais considerados séo os modelos continuos e os modelos discretos. O que diferencia
um do outro é que os modelos continuos sdo descritos por equagdes diferenciais, enquanto que os modelos
discretos sao descritos por equagdes de diferengas.

Neste texto vamos abordar apenas os modelos continuos. Para modelos discretos sugerimos a
leitura de Barros and Esmi (2019). Mas a fim de dar um panorama geral de uma abordagem via equagoes de
diferengas, vamos fazer uma breve contextualizagdo dessa abordagem. Os modelos discretos servem para
descrever fendbmenos ou comportamentos discretos. Isto significa que as grandezas que os descrevem sao
medidas em instantes isolados, formando uma sequéncia (), em que ¢ representa uma unidade de tempo
e x a medida. Nestes casos, as equagodes diferenciais ndo sdo o instrumento mais adequado para exprimir
a evolugao desses fendbmenos.

Existem dois tipos de equacdes de diferencas: auténomas e ndo-autbnomas. Uma equagao de
diferengas autbnoma, de ordem k, € uma equagao da forma:

Ttk = f($t+k—1,$t+k—2,-~-,$t) (1-1)

em que f é uma fungdo independente (que faz um papel do campo de diregdes no caso das equagdes
diferenciais) cujas variaveis sdo dadas pela sequéncias (zo, z1,...,,...) que satisfaz (1.1). Quando f
depende da unidade ¢, diremos que a equacgao de diferengas é nao-autbnoma.

Por exemplo, a equagéo de diferengas x; = tx;—; € ndo-autbnoma, enquanto que a equacao de
diferencas z; = x;_1 + x;_o € autbnoma. A equacgao de diferencas r; = x;_1 + ;o é também conhecida
como sequéncia de Fibonacci, que foi utilizada para descrever o crescimento populacional de coelhos (veja
Barros and Esmi (2019); Alves (2023) para entender a modelagem do problema). Equagdes de diferencas,
apesar de parecerem mais simples, possuem complexidades. Para ilustrar esse comentario, sugerimos a
visualizagao do video This equation will change how you see the world (the logistic map) - Veritasium.

A forma de tratar equagdes de diferengas é totalmente diferente das equagdes diferenciais, por isso
deixaremos de lado equacgdes de diferengas e focaremos nas equagdes diferenciais. Comegaremos por meio
de um modelo simples, chamado de decaimento, trazendo alguns aspectos importantes dentro da area de
Biomatematica.


https://www.youtube.com/watch?v=ovJcsL7vyrk&t=410s

1.1 Decaimento Radioativo

A atividade de uma substancia radioativa € medida pelo nimero de desintegragbées por unidade
de tempo. Sabe-se que essa atividade é proporcional ao nimero de atomos radioativos presentes em cada
instante. A formulagdo matemaética dessa afirmagdo pode ser escrita da seguinte forma: se N(t) é o nimero
de atomos radioativos na amostra no instante ¢t e Ny = N(0) é a quantidade inicial desses atomos, entao

dN
— = —uN 1.2
di IV, (1.2)

onde p > 0 é a constante de desintegracéo.

Perceba que N (t) deve sempre ser um valor positivo. Ainda mais, sendo 1 > 0, entdo —uN < 0,

e portanto, dd—]f < 0. Isso significa que o modelo (1.2) estd assumindo que o0 nimero de atomos na amostra

diminui ao longo do tempo, o0 que é razoavel.

A solugao dessa equacgao pode ser obtida por meio do método de equagbes separaveis, isto é:

aN-_ oy oo Ldvo
a -~ * Na F
1
—dN = —udt
N 2
1
—dN = —udt
/ N / a
InN = (—ut+C
N(t) = e HIHC
N({t) = Ke ™,

em que K = ¢©.

Podemos encontrar o valor da constante K, dada acima, usando a condigéo inicial N (0) = Ny. De
fato,
Ny =N(0)=Ke’ =K = K = N,.

Assim, a solugédo da equagao do decaimento radioativo é a dada por
N(t) = Noe_“t

Levando em consideracdo que N = %m, onde A é o numero de massa do elemento radioativo e
N4 é o nUmero de avogrado, a razdo % € constante para cada elemento e mede o nimero de atomos em
um grama desse elemento. Assim, podemos escrever a lei de atividade como

Na Na _ _

—m(t) = —m(0)e " = m(t) = m(0)e H
A A

A constante 1. é determinada experimentalmente e é caracteristica de cada elemento radioativo.
Ela permite dizer se o elemento tem vida curta ou longa. E importante frisar que, na obtencéo da solugdo
chegamos na equagéo + 48 = —p.

A taxa + 4T ¢ chamada de taxa especifica, e diferentemente da variagéo instantanea %Y a taxa

especifica leva em conta a fragdo da populacdo que esta sendo considerada. Neste contexto, concluimos
que u é a taxa de decaimento especifico de particulas.

A taxa especifica é importante e bastante utilizada na area de Biomatematica, ja que descreve mais



fielmente a varicdo de uma populagao. '

Um outro importante conceito que vamos tratar aqui € a vida média ou também conhecido como
expectativa de vida.

A vida média é calculada pela seguinte integral

1 No
— [ ¢(N)dN,
NO/O ()

em que t(V) é o tempo dependendo da populagdo N.

Por meio da solugéo obtida para o problema de decaimento (1.2), podemos explicitar o pardmetro
de tempo ¢t em fungao de IV, da seguinte forma:
N(t)

N(@) = Noe ™ = —Z==c

- n(2) -

emque 0 <t < +o0.

Perceba que quando t = 0 temos que N(t) = Ny. Por outro lado, quando ¢ — oo temos que

N(t) — 0. Dessa forma, a integral N%) ON° t(N)dN, no caso do decaimento, é equivalente a

I/Not(N)dN— l/ot(N)dN——l/oot(N)dN (13)
No Jo © No Joo  No Jo . -

Para determinar a vida média do modelo de decaimento, fazemos o seguinte célculo

_Jxlfo/ooot(N)dN__Z\z/ow [t(N)‘Z” dt —Zéo/ooot[—uN(t)]dt

I
=
o\
3
-
m\
5
QL
Py

Logo,

1 No [e%s)
—/ t(N)dN = u/ te Htdt.
No Jo 0

Podemos calcular a integral f0°° teHtdt pelo método de integragéo por partes Guidorizzi (2001),
chamando u = t e dv = e~ #*. Fazendo isso, teremos que
o0 0o —ut
+ / €.
0 H

oo e—ut
u/ te Mtdt = p |—t
0 H 0

"Para motivar o uso de taxa especifica, fagamos o seguinte raciocinio. Considerando N uma populagéo, teriamos que por meio
do modelo de Malthus N/ = AN a populagéo cresce proporcional a ela mesma. No entanto, essa forma de modelar o problema nio
leva em consideragédo o quanto essa populagéo pode variar. Por exemplo, a populagdo da cidade de Campinas, que possui cerca de 1
milhdo e 100 mil habitantes ndo varia da mesma forma que os habitantes da cidade de Analandia que possui apenas 5 mil. Por outro
lado, a taxa especifica leva em consideracédo essas informagdes.




et

Agora, note que —t m

converge para 0 quando ¢t — oo e vale 0 quando ¢ = 0 . Além disso,

Portanto,
e 1 1
u/ te Mdt = p (2> =—
0 H K

Assim, concluimos que a vida média do modelo de decaimento é dada por % em que p € a cons-
tante de desintegragéo. Ou seja, a vida média € inversamente proporcional a constante de desintegragao.

A seguir veremos um outro conceito importante, chamado de meia vida.

1.1.1 Meia Vida

A meia vida é definida pelo tempo necessario para que a quantidade de particulas radioativas de
uma amostra se reduza a metade. Um modelo de decaimento tem um comportamento bastante caracteris-
tico, conforme pode ser visto na Figura 1.1. Nesta figura, podemos ver que % € o0 valor da quantidade de
particula reduzida pela metade e T% € o tempo de meia vida procurado.

N(t)

o N, 0

| Z

Figura 1.1: llustragao do ponto T% que representa o tempo no qual a particula radioativa de uma amostra se
reduz a metade Z2.

Para determinar a meia vida de uma particula radioativa de modo geral, podemos fazer a seguinte
dedugéo. Considere a equagéo N (t) = Nge #t. Quando N (t) = % emt = T%, teremos

NO —pTy
2 — N 3
2 e 7
1 —,LLT]
-~ - - 1
2 ©
= —-In2 = —,uT%
In2
= T, = n—
2 H

Por exemplo, o Uranio (U***) tem meia vida Ty = 4,56 x 10° e o Carbono 14 (C''*) tem sua meia



vida em T% = 5568 anos.

Observacéo 1.1.1 A fotossintese faz com que todos os vegetais vivos estejam em equilibrio com 0 C'*O,
atmosférico. Um animal que se alimenta desses vegetais absorve o C'* e a propor¢do desse elemento se
mantém constante em seus tecidos. Quando esse animal morre, o carbono-14, que estava em equilibrio em
seu corpo, comega a se desintegrar. A suposicdo que se faz é que atividade da amostra no momento da
morte no passado é igual a atividade de uma amostra semelhante viva hoje (0 mesmo acontece quando uma
planta morre). O teste do carbono-14 é muito usado para se datar eventos ocorridos num passado ndo muito
distante e é de grande interesse para a arqueologia Barros and Esmi (2019).

1.1.2 Analise Dimensional

A analise dimensional é uma ferramenta que possibilita a inspegao e uniformizagdo das unidades
fisicas que sao utilizadas para a resolugdo de equagdes diferenciais e andlise de modelos. Por exemplo,
analisando o modelo de decaimento radioativo, podemos usar as seguintes representagdes:

+ P para apopulagdo N (neste caso, de particulas), isto é, [N] = P;

* T para unidade de tempo, isto &, [t] = T,

em que o simbolo [ ] representa a unidade fisica do objeto considerado, por exemplo, [u] representa a unidade
fisica de p.

Assim, temos [4Y] = £, e portanto,

-1 354 - [-r

Com essa analise podemos perceber que i representa tempo. Para modelagem no sentido geral, a analise

Nl =

dimensional pode ser (til em interpretagdes bioldgicas.

Exercicio 1.1.1 (Exerc. 1, pg. 40. Retirado do livro FerreiraJr and Bassanezi (1988)) Nas escavacées
arqueoldgicas na cidade de Nipur (antiga Babil6nia) foi encontrada uma viga carbonizada com uma atividade
de 4,09 dpm/g (decomposicao por minuto em 1 g). Usando para o carvao recente a atividade de 6,7 dpm/g,
calcule quando se deu tal incéndio na antiga cidade, partindo do pressuposto que a meia vida é de 5568
anos.

Exercicio 1.1.2 (Exerc. 1.13, pg. 20. Retirado e modificado do livro Hale and Kogak (2011)) A meia vida do
Carbono-14 (C'*) é conhecida ser de 5568 anos.

a) Compute o tempo necessario para que a massa do C'* se reduza a 20% do seu peso original.

b) Um método efetivo de estimar as idades de restos arqueoldgicos de origem orgédnica é o teste de C'4,
descoberto por W. Libby em 1949. Suponha que em t = 0 uma arvore morre. Seja R(t) a taxa de
desintegracdo de C'* na madeira morta no tempo t. Deduza a férmula:

1
t=—1In @
A R(t)

¢) Agri Daginda: Em 1956, um pedago de madeira velha escavada no Monte Ararat deu uma contagem
de 5,96 dom / g de C''*, enquanto que a madeira viva deu 6,68. O pedago de madeira velha pode ter
vindo da Arca?



1.2 Resfriamento de um Corpo

A Lei de resfriamento de Newton afirma que “A taxa de variagdo da temperatura de um corpo (sem
fonte interna) é proporcional a diferenga entre sua temperatura e a do meio ambiente.” Em outras palavras,
um corpo que nao possui nenhuma fonte interna de calor e que esta a temperatura 7', quando deixado em
um meio ambiente, tende a temperatura do meio que o cerca: 7T,.

Para modelar esse fendbmeno fisico, considere:

« T'(t) : Temperatura de um corpo no instante ¢.

* T, : Temperatura do ambiente.

Colocando a lei em termos matematicos, temos:

T
= =_\NT-T
dt Al a);

emque A > 0.

Assim, se T' > T,, entao % <0eseT < Ty, % > (. Isto é, se a temperatura atual € maior que a
temperatura ambiente, entédo a temperatura do corpo tende a diminuir, enquanto que se a temperatura atual
€ menor que a temperatura ambiente, entdo a temperatura do corpo tende a crescer. A Figura 1.2 ilustra
esse comentario.

f(T)

15 T

Figura 1.2: Representagéo do campo f(T) = —\(T — T,), a partir de uma condigéo inicial Tp.

Na Figura 1.3 é possivel notar trés tipos de situagoes, a partir de diferentes condigdes iniciais. A
primeira é que se a condig&o inicial (7¢) for maior que T}, entdo temos uma queda da temperatura até atingir
uma estabilidade da temperatura ambiente. Por outro lado, se a condigao inicial (T7;}) for menor que T7,, entao
temos um aumento da temperatura até atingir a estabilidade T,,. Por fim, se a condigao inicial for igual a T,
entdo teremos uma estabilidade.

A solugao analitica dessa equacéao diferencial, pode ser calculada por meio do método de equagdes
separaveis. Com isso, obtemos
T({t)=Ke M4+T, KcR.

Supondo T'(0) = Tp, temos:
To=T0)=Ke"+T, = K =Ty —T,.

Logo,
T(t) = (Ty — Ty)e M+ T,



T(t)

Figura 1.3: Representagao do resfriamento de um corpo em diferentes situagdes.

Exercicio 1.2.1 Faga uma andlise dimensional do modelo de resfriamento de um corpo, dado por % =
—MNT —-Ty).

Exercicio 1.2.2 (FerreiraJr and Bassanezi (1988)) Um individuo é encontrado morto, em seu escritdrio, pela
secretaria que liga imediatamente para a policia. A temperatura do escritdrio era de 20°C'. Quando a policia
chega, 2 horas depois da chamada, examina o cadaver e mede sua temperatura, achando 35°C'. Uma hora
depois, mediu novamente, achando 34,2°C' e, logo depois, o detetive prende a secretaria. Supondo que a
temperatura normal de uma pessoa seja constante e igual a 36,5°C', explique o porqué da prisao.

1.3 Difusao através de uma Membrana

De acordo com a Lei de Fick “O fluxo através de uma membrana é proporcional a area da mem-
brana e a diferenga de concentragdo de ambos os meios separados pela membrana”. Para ilustrar melhor
essa afirmagao, suponhamos que uma célula de volume constante V' esteja mergulhada em um meio liquido
homogéneo de concentragao C.. O processo de difusdao garante que existe um fluxo de moléculas através
da membrana da célula em ambas as dire¢des, até que a concentragédo da solugdo em seu interior C = C(t)
seja igual a C..

Em termos de modelagem matematica, consideremos A a area da membrana da célula e m(t) a
massa da solugdo no interior da célula no instante t. Podemos representar o fluxo de duas maneiras % ou

dm
por .
Se adotarmos 2¢ como a representacdo para o fluxo, a equagéo que modela o fendmeno sera
dt

dC

= KA(C. - 0).

Por outro lado, podemos adotar ‘fTT para representar o fluxo. Neste caso, sabemos que:

dm ac
Entado, a equagao que modela o fendmeno sera:
dm — KA(C, - C).

Ou, entao



dC KA

= (C—C). (1.4)

Note que as duas formas apresentadas sao idénticas. Porém, diferentes do ponto de vista biolégico.
Considerando a fungéo f definida por f(C) = I%‘(Ce -C) = %. Também podemos calcular a solugdo
geral desta equacao pelo método de separagdo de variaveis. E, mais, podemos analisar o comportamento
das solugdes, graficamente, de modo muito similar ao que foi feito para o resfriamento de um corpo.

Exercicio 1.3.1 A partir do problema de difuséo através de uma membrana, responda:

a) Faca a analise dimensional do problema.
b) Obtenha a solugdo analitica.

¢) Fornega uma interpretacdo grafica para o problema.

1.4 Dinamica Populacional

Nesta segao vamos apresentar alguns dos modelos classicos de dinamica populacional que sao
mais utilizados na literatura. Além disso, vamos apresentar uma analise de estabilidade de cada modelo, a
fim de compreender melhor a dindmica do fenémeno modelado.

1.4.1 Modelo de Malthus

Seja P(t) o total dos individuos de uma populagédo num instante ¢t. Num intervalo de tempo At, a lei
de Malthus diz que “a populagao cresce (ou decresce) proporcional a ela mesma”. Essa lei pressupbe que
0s nascimentos e as mortes sao proporcionais ao tamanho da populagao e ao tamanho do intervalo. Isto é,

* numero de nascimentos = aP(t)At.

* numero de mortes = SP(t)At.

onde « é o coeficiente de natalidade e 5 é o coeficiente de mortalidade. Assim,

AP = P(t+ At — P(t) = aP(t)At— BP(t)At
AP = (a— B)P()At
AP
N (a—=B)P(1).

Tomando o limite quando At — 0, obtemos a equacao diferencial:

arP
E:(a—ﬁ)R

Essa equacgao diz que a taxa de variagdo de uma populagao é proporcional a populagao em cada
instante. Na literatura pode-se encontrar também a seguinte equacgao diferencial para esse modelo: % =
AP. Neste caso, o parametro A\, que é chamado de constante de crescimento, é dado exatamente pela

diferenga entre o coeficiente de natalidade e o de mortalidade. Ou seja, se nasce mais individuos do que



morre, entdo teremos o > S e assim A = a — 8 > 0, implicando que ‘fi—f > (. Por outro lado, se morre mais
individuos do que nasce, entdo teremos o < g e assim A = o — 3 < 0, implicando que % < 0.

Essa equacao diferencial também pode ser resolvida pelo método das equagdes separaveis. Neste
caso, a solugéo do modelo de Malthus é dada por:

P(t) = Pyel@=91,

em que P(0) = Py € a condigdo inicial da populagéo no instante ¢y = 0.

Assim como comentado acima, agora fica claro que:

* Se a = 3, a populagdo nao varia;
* Se a > 3, a populagdo cresce exponencialmente;

* Se a < 3, a populacéo diminui e tende a extingao.

A Figura 1.4 ilustra 0 comportamento das solugdes, em cada caso apresentado acima.

B i? 2

Py p——— Py Py \

o= 3 o > 3 a < 3

Figura 1.4: Comportamento da solugdo do modelo de Malthus em diferentes casos. No primeiro cenario (co-
eficiente de natalidade e mortalidade séo iguais) temos uma populagéo constante, no segundo (coeficiente
de natalidade é maior que o de mortalidade) temos um crescimento exponencial e no terceiro (coeficiente de
natalidade € menor que o de mortalidade) temos a extin¢gdo da populacéo.

1.4.2 Modelo de Verhulst

O modelo de Verhulst supde que a populacdo de uma certa espécie, vivendo num determinado
meio, atinja um limite maximo sustentavel L chamado de capacidade suporte do meio. Desse modo, 0
modelo de Verhulst é dado pela seguinte equagao diferencial

dP P
— =AP|1—-— 1.5
dt ( L) , (15)
emque A > 0.
A Equagio (1.5) também pode ser escrita como 42 = AP — A2, Ou seja, neste modelo a

populagao cresce proporcionalmente a ela mesma (assim como ocorre no modelo de Malthus), mas ha uma
retirada de uma parte dessa populagao que é representada pelo termo /\%2. Aqui, o termo P? representa o
encontro da populagao (descrito pela lei de agdo de massas), o termo L representa a limitagdo do espago
ou alimento e o parametro A representa a fragdo da populacdo que esta sendo retirada. A parcela APTQ é
incorporada no modelo de Verhulst para poder descrever justamente a limitagdo imposta pelo meio, note que
quando P — L, a taxa de crescimento da populagéo % — 0.

10



Na literatura pode-se também ver outras variagdes para o modelo de Verhulst, como por exemplo,

dP
o= uP(d —rP). (1.6)

Esta formulagdo é obtida do modelo original fazendo A\ = ud e L = g Do ponto de vista de simula-

c¢ao computacional, a formulacao (1.6) pode ser mais Util, j& que possui mais coeficientes que podem ser
ajustados/trabalhados.

Novamente, o modelo de Verhulst pode ser resolvido via método de equagbes separaveis. Ainda
mais, na obtengao da solugado é preciso resolver uma integral na qual deve-se aplicar o método de fragoes
parciais Guidorizzi (2001). Assim, a solugao analitica do modelo de Verhulst € dada por

CK

Pt) = e

A partir da condigdo inicial P(0) = Py, podemos encontrar o valor da constante K:

CK

Py=P = —
CK

P o= O

= K+1
= KPP+ P = CK
iK(Po—C) = —PQ
Py

K =
- c-p

Assim, a solugéo do PVI

G =AP(1-1)

P(0) = P,

é dada por:

LC
PO =or e

Py
L—Py*

emque C =

Assim, o comportamento da solu¢do depende da condigao inicial, assim como ilustra a Figura 1.5.
Se a condigao inicial estiver acima da capacidade suporte do meio, entdo a populacdo tende a decrescer
(de modo exponencial) atingindo a estabilidade em L. Por outro lado, se a condigao inicial estiver abaixo da
capacidade suporte do meio, entdo a populagéo tende a crescer atingindo a estabilidade em L.

E interessante notar na Figura 1.5 que existe um ponto de inflexdo em t*, isto é, onde a concavidade
que estava para cima passa a ficar para baixo. Para identificar o valor exato da populacdo no instante t*,
basta obter o ponto de inflexdo de P(t). Como 4 = AP (1 — £), entao derivando novamente em relag&o
ao tempo ¢, temos que

&P dP (2P
dz2 T dt L)’
Portanto, ddif = 0 se, e somente se, A%> (1 — 2£) = 0. Com isso, concluimos que ou A4 = 0

ou (1 — %) = 0. No primeiro caso, chegariamos que A = 0 (ndo ocorre, pois A > 0) ou % = 0 (que

também néo ocorre pois a populagao seria constante nesse cenario), obtendo contradigdes com o fenémeno
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Figura 1.5: Comportamento da solugdo do modelo de Verhulst em diferentes situagdes. A primeira (P;)
a condicao inicial esta abaixo da capacidade suporte L resultando em um comportamento de crescimento
da populagio e na segunda (P3) a condig&o inicial estd acima da capacidade suporte resultando em um
comportamento de queda do nimero de individuos.

considerado. Ja no segundo caso, temos que

2P L
(1—L>—0 = P—?

Portanto, concluimos que no modelo de Verhulst o ponto de inflexdo acontece na metade da capa-
cidade de suporte L. A Figura 1.6 representa o comportamento da taxa % em fungéo da prépria populagao
P. Por meio do grafico apresentado podemos notar de fato que em % ataxa % passa de crescente para de-
crescente, isto é, atinge um pico maximo em % Isso significa que a populagao tem o seu pico de crescimento
sempre na metade da capacidade suporte do meio.

dP
dt

i
|
L L\ P
2

Figura 1.6: Comportamento da taxa de crescimento ‘Z—f em funcdo da populagédo P no modelo de Verhulst.

1.4.3 Modelo de Gompertz

Vimos que o modelo de Malthus é bastante limitado, j& que ndo podemos assumir que uma popula-
¢ao cresce exponencialmente em qualquer instante de tempo. Por exemplo, o crescimento de uma populagéo
de bactérias com nutrientes limitados sempre desacelera e eventualmente para de crescer. Isso nos leva a
crer que o parametro A presente na equagao % = AP varia ao longo do tempo. Ja no modelo de Verhulst é
inserido um termo que acompanha AP, a fim de incorporar essa limitagdo imposta pelo meio, seja ela dada
pela falta de nutrientes ou por espaco para crescimento.

Um outro modelo bastante considerado na literatura € o proposto por Gompertz, que é amplamente
utilizado para modelar o crescimento de células tumorais Edelstein-Keshet (2006). A Lei de Gompertz as-
sume que a taxa de crescimento de células cancerigenas diminui a medida que a massa da célula aumenta.
Essa afirmagéo se baseia na observagao de que as células no interior de um tumor podem nao ter acesso
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imediato a nutrientes e oxigénio. Para este modelo, existem diversas variagoes:

dN

Z = A —atN

dt ¢ ’

dN dry

o = vN, sendo i -,
dN

ou ainda,

dN N
E = —aNln (K) s

Neste texto, vamos focar na ultima variagdo do modelo. O modelo de Gompertz ndo é apropriado

para populagdes ndo muito numerosas, ja que In (%) nao é definido para N = 0. Nesse sentido, este

modelo ndo pode ser considerado como uma extensao dos modelos populacionais que vimos anteriormente.

em que a > 0.

Por meio do método de equagdes separaveis, podemos resolver analiticamente o modelo de Gom-
pertz &¥ = —aN In (£). Nesse caso, a solugéo é dada por

Dada uma condigéo inicial N(0) = Ny, é possivel estimar o valor da constante C, fazendo o
seguinte processo

N(t) = Ke® = N(0) = Ke®
= Ny = Ke
= In(Ny) = In(K) + In(ee)
= In(Ny) — In(K) = ¢
=

U

Q

|

=)
o

3

A seguir, vamos fazer um estudo tedrico sobre pontos de equilibrio e estabilidade de solugdes de
Equacdes Diferenciais, com o objetivo de analisar o comportamento de fendmenos biolégicos a longo prazo.

1.5 Pontos de Equilibrio e Analise de Estabilidade

Considere uma EDO na forma % = f(x), em que f(x) representa o campo de diregdes. Dizemos
que Z é um ponto de equilibrio da EDO se f(z) = 0. Isto é, Z € um ponto de equilibrio se ndo ha variagbes
para z = Z em relagéo ao tempo t.

Um ponto de equilibrio # de uma EDO pode ser classificada em: estdvel, instavel ou assintotica-
mente estavel.

» T édito um equilibrio estavel para % = f(z) se a solugédo x permanecer em uma “faixa” a longo prazo.
Em termos matematicos, se para todo ¢ > 0 existir um ¢ > 0 tal que para |z — Z| < ¢, a solugdo
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z(t,xo) obedece |z(t, z¢) — Z| < e para todo ¢ > ty, onde z(tg) = xo € (¢, xo) € a solugdo do PVI:

% =f@)

Z‘(to) =20

Caso contrario, T € chamado um equilibrio instavel.

+  é dito um equilibrio assintoticamente estavel se for estavel e tlim (x(t,xzg) —x) =08s€ |xg — Z| < 7.
—00

Figura 1.7: Exemplo de solugao que apresenta estabilidade assintética

Para identificar o tipo de estabilidade de um ponto de equilibrio, podemos recorrer ao seguinte
teorema.

Teorema 1.5.1 Suponha que f é uma funcéo de classe C* e & é um equilibrio da equagdo % = f(z). Entdo
o equilibrio T é assintoticamente estdvel se ' (Z) < 0 e é instavel se f'(z) > 0.

Para ilustrar esse mecanismo, vamos estudar e classificar os pontos de equilibrio dos modelos
populacionais vistos anteriormente. Considere o modelo de Verhulst, dado por

dP P
dt

:M>1_L>:ﬂm

Note que f(P) = 0 se, e somente se P = 0 ou P = L. Logo, temos dois pontos de equilibrio

para este modelo. Vamos agora classificar esses pontos, calculando f’(P). Derivando f, obtemos f'(P) =

2)\P
A— 2P

Logo, temos as seguintes situagoes:

FO)=2>0 e f(I)=r-2F=r-22=-1<0

Concluimos que o equilibrio P = 0 é instavel e o equilibrio P = L é assintoticamente estavel.

Fagamos agora o estudo dos pontos de equilibrio do modelo de Gompertz.

% = —aNln <[]¥,> = f(N).

Assim, f(N) = 0se, e somentese N =00ou N = K.

Calculando a derivada de f, temos que

f/(N)=—aln (g) —aN (IA{[;{) = falng —a
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Desse modo, analisemos o tipo de estabilidade dos pontos de equilibrio obtidos anteriormente.
Note que f'(K) = —a < 0. Entao, o equilibrio N = K é assintoticamente estavel. Por outro lado, como
17(0) ndo estéa definido, ndo ha sentido em analisar a estabilidade para N = 0 de uma perspectiva algébrica.
No entanto, podemos recorrer a um estudo grafico do problema. Neste caso, concluiriamos que N = 0 é
instavel (poderiamos constatar este fato por meio do campo de diregbes ou pela propria solugao analitica do
problema, por exemplo).

1.6 Lei da Alometria

A alometria é um ramo da Biologia que estuda relagbes de escala para atributos morfolégicos,
fisiologicos, ecoldgicos ou comportamentais. Essas relagdes podem ser desde associagdes entre o tamanho
de um determinado 6rgao e o corpo, até associagdes entre a taxa metabdlica e o tamanho do corpo de um
individuo.

Aqui partiremos do seguinte pressuposto, do qual chamamos de Lei da alometria: “A variagao
especifica de érgaos num mesmo individuo cresce a uma razao constante.”

Um modelo que descreve essa afirmagao pode ser dado da seguinte forma:

lde _ 1dy
zdt  ydt’
em que z(t) é a medida de um determinado 6rgdo de um individuo e y(¢) a medida de outro 6rgdo do mesmo

individuo, ambos no instante de tempo t¢.

Podemos encontrar uma relagao entre as medidas x € y da seguinte maneira:

1dx 1dy 1dx 1dy
—— =a—— ——dt = ——dt
x dt aydti/xdt /aydt
In(x) = aln(y)+C
r = ealn(y)—&-C
r = kealn(y)
r = ky°,

Isto &, z(t) = k(y(t))™.

1.7 Equacao de Bernoulli

Aqui vamos descrever um método de resolucao para uma EDO especifica, denominada Equagédo
de Bernoulli, a fim de estudar um modelo que descreve o crescimento de peixes. A equagao de Bernoulli é
dada por:
d
d*i + g9(x)y = h(z)y",

onde g e h sdo fungdes continuas que dependem da variavel x € (a,b) C R e n é uma constante qualquer.

Para resolver este tipo de problema, podemos seguir os seguintes passos. Primeiro, vamos des-
cartar a solugao trivial y = 0. Considerando y # 0, podemos escrever a equagao da seguinte forma:



Tomando z = y'~™, segue que % =(1 fn)y*"%. Substituindo na equagéo acima e multiplicando

por (1 — n), obtemos

(Ci% + (1 =n)g(x)z = (1 = n)h(x),

que é uma EDO linear.

Na préxima subsecdo vamos apresentar um modelo que descreve o crescimento de peixes, cuja
solugao pode ser obtida por meio da equagao de Bernoulli.

1.7.1 Crescimento de Peixes

O proximo modelo que discutiremos aqui sera o de Von Bertalanffy, que sera voltado para o cresci-
mento de peixes. Seu modelo parte do seguinte pressuposto “o0 peso de um peixe cresce proporcionalmente
a sua area de superficie corporal e decresce com taxa proporcional ao préprio peso”. O modelo matematico
que descreve esse comportamento pode ser dado por:

dp

E:CYA—&D

em que A = A(t) representa a area de superficie corporal do peixe, p = p(t) é a variavel peso do peixe, « é
a constante de anabolismo e 3 é a constante de catabolismo.

A partir da Lei da Alometria, temos que:

1dA 1dp
—— =c-— = A=Kp°
Adt ~ pat p
sendo que c representa o comprimento do peixe.

Entao, substituindo o valor de A na equagéo diferencial original, obtemos

dp

5 = oKp° — Bp=ap® - fp,

sendo a = oK.

Resta agora estimar o valor do parametro ¢, associado ao comprimento do peixe. Para isso, vamos
considerar as seguintes proporgdes: p ~ ¢ (comprimento ao cubo) e A ~ ¢2 (comprimento ao quadrado).
. ’ 1 1 . .
Disso, conclui-se que c ~ p3 e c ~ Az, respectivamente. Assim, segue que

2
= A= ps3,

NIE
Wl

Az =p

isto &, c ~ % Assim, obtemos a seguinte equacao diferencial

d
di; = ap? — Bp.

A EDO acima, apesar de ser néo linear, pode ser resolvida pela equagao de Bernoulli, uma vez que

pode ser escrita da seguinte forma?
dp 2
3

EJrﬂp:ap .

A fim de simplificar o termo p% do lado direito da equagao, vamos multiplicar em ambos os lados

2veja que essa é uma equagdo de Bernoulli, com g(z) = B, h(z) =aen = 2.
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por p~ 3, obtendo assim:

Seguindo os passos ilustrados na equagao de Bernoulli, vamos multiplicar a expressao acima por
1. Logo,
(1.7)

. s . 1
Fazendo a seguinte mudanga de variaveis z = p3, obtemos

- at — 3¥ Tat
Substituindo na Equagao (1.7), temos
dz g1 dz a—pz
@ T3P T wm T T

Veja que a EDO obtida pode ser facilmente resolvida pelo método de separagéo de variaveis. Fa-
zendo isso, chegamos na seguinte solugao

o~ v . . . . z 1 ~
Retornando a substituicdo de variaveis feita anteriormente, isto é, z = p3 chegamos que a solugao

3
z:p% = p(t)=2"= (Z— 26_%)

em p é dada por

Exercicio 1.7.1 Escolha alguns valores para a, 3 e A e plote a solugdo p para visualizar o comportamento
qualitativo dessa solug&o.

Exercicio 1.7.2 Encontre os pontos de equilibrio deste modelo e classifique-os.

Exercicio 1.7.3 Faca uma analise dimensional do modelo.
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Capitulo 2

Sistemas de EDO’s lineares
bidimensionais

No capitulo anterior vimos alguns modelos classicos da area de Biomatematica que sao modelos
por equacgdes diferenciais. Nos focamos em modelos que, em sua grande maioria, descrevem dinédmicas
populacionais. Nesse sentido, estdvamos olhando para populagdes especificas, sem se atentar para interfe-
réncia ou contado com outras populacoes.

Nesse capitulo vamos estudar mais modelos de Biomatematica, mas agora considerando mais de
uma populacéo. Consequentemente vamos nos deparar em problemas envolvendo duas ou mais equagdes
diferenciais. Um sistema de equacgdes diferenciais ordinarias lineares bidimensional é um sistema da forma

Z(t) = anz+any
y/(t) = ag1x + a22Y

em que a;; Sdo constantes.

E muito comum representar o sistema acima por uma equagao matricial da forma

l‘/ N a1; a2 x
Yy az1 a2 Y .

Alternativamente, também denotamos esse sistema por X’ = AX, com

/
ailp a2 Y z
A= X' = , e X = .
az; G2 Y )
Essa notagao é extremamente Util, pois as solugdes desse tipo de sistema vao depender dos auto-
valores associados a matriz A, como veremos a seguir.
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2.1 Solucoes do Sistema de EDOs com coeficientes constantes

Olhando para a expressdo X’ = AX, um bom “chute” para solugdo de uma equagédo como essa
seria X = Ve, em que

uma vez que a derivada da exponencial é igual a mesma exponencial multiplicada por uma constante.

Assumindo que essa expresséo fosse de fato uma solugéo, teriamos por um lado X' (t) = AVeM e
por outro AX = A(VeM) = eM(AV). A partir disso, poderiamos concluir que

MWeM = X' = AX = A(VeM) = M(AV) = AV =AW

Isto &, para que X = Ve seja solugdo de X’ = AX, o valor \ deve ser um autovalor da matriz A associado
ao autovetor V.

Como a matriz A é 2 x 2, entdo A admite: 1) dois autovalores reais; 2) um Unico autovalor real;
3) dois autovalores complexos (conjugados). Desse modo, a solugdo para um sistema bidimensional de
equacdes diferenciais com coeficientes constantes é dada por:

Caso 1: (autovalores reais e distintos) as solugdes da equagdo X' = AX sdo dadas por
Xi(t) = VieMt e Xy(t) = Vae?!,

em que A1 # Ao sd@o os autovalores e V; e V5, seus autovetores associados, respectivamente. Logo, a
solucao geral desse caso é dada por

X(t) = K1 X1 (t) + K2 Xa(t)

Caso 2: (autovalores reais € iguais) A; = Ay = \. A solugao para este caso é dada por
X(t) = (U + Vt)eM,
em que U deve satisfazer a seguinte condicao
(A= XU =V.
Essa dedugao vem do seguinte fato:

X'(t) =VeM + (U+Vi)reM = X'(t) = (V + XU)e + tAVe

AX = eMAU + teM V.

Portanto,
MAU =MV 4+ NU) © AU =V + AU & (A= \)U =V.

Logo, a solucgio geral da equagdo X' = AX é
X(t) = KiVeM 4+ Ko(U + Vit)eM,
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emque U étalque (A—\[)U =V.

Observagdo 2.1.1 E importante ressaltar que um primeiro “chute” para a solugdo seja X (t) = tV e,
no entanto, o problema original X' = AX n&o é satisfeito. Veja

X(t) =tVeM = X'(t) = VeM 4t AV

AX = A(tVeM) = teM(AV) = teM AV

como as duas expressées sdo diferentes, temos que X (t) = tVe* ndo é solugdo de X' = AX.

Caso 3: (autovalores complexos conjugados) A1 = o+ 8i e Xy = «a — (i. Para este caso, a solugado de
X' = AX é dada por

X(t) — K, <U11> 6(a+5i)t + Ky (v12> e(a,m)t.
V21 V22

Exercicio 2.1.1 (Difusao através de uma membrana submersa em um liquido) O modelo que descreve
a interagdo entre dois compostos, em um mesmo recipente, com concentragbées C, e Cs, respectivamente,
é dado da seguinte forma:

{a(z;; = afcz —c1) = O = AC.

deo
2 = ala—c

Determine a solugdo do sistema de EDOs acima.

Podemos notar que a > 0. Calculando os autovalores de A, temos:

A(“ “):»AM(“A “ )
a —a a —a— A

Assim, o polinémio caracteristico p(\) é dado por
p(A) = det(A — AI) = (a+ \)? — a® = \? + 2a.

Entao,
)\1 = 0
)\2 = —2a .

Agora, vamos determinar os autovetores V; e V5 associados, respectivamente, aos autovalores A1 € \s.

Para \; = 0:

_ 1 0 _ 1 1 = 0
avi—oe (0 ) (M) 2 () f e =0 L
a —a) \vy 0 avy — avy = 0

Isso significa que a primeira coordenada do autovetor é igual a sua segunda coordenada. Desse
modo, podemos escolher um representante para esse autovetor seguindo essa restrigdo. Em particular,
podemos escolher v} = vi = 1, ou seja,

Vi = 1
1 — 1 .
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Para \y = —2a:

a a) [v? 0
(A+2al)Vo =0« (a a) (é) = <0> & av? +avs =0 0P = —vl.

Isso significa que a primeira coordenada do autovetor é igual a sua segunda coordenada com sinal
trocado. Desse modo, podemos escolher um representante para esse autovetor seguindo essa restricdo. Em
particular, podemos escolher v? = 1 e v3 = —1, ou seja,

w- ()

Portanto, a solugéo geral para a equagédo C’' = AC é dada por:

Q
—
N

Il

N
Q0
N
—~
~
~_

Il
=

o

=]
/N
_ =
~_—

+
Z

)

b
&
VR
(-
—_
~—

K
Fazendo t — +oc0 segue que C(t) — <K1> .
1
Observacéo 2.1.2 Note que se forem dadas as condigdes iniciais c1(0) = ¢{ e c2(0) = ¢3, teremos para K
e K, os valores:

0 0 0 0

Kl = 761—5(:2 e KQ = 761;(:2.

Isto é, K1 é a média dos valores iniciais dos meios e K, é a semi-diferenga dos valores iniciais dos meios. A

C1 (t)

K
)) vai se aproximando de ( !

Co t K 1
dois meios vao tendendo a média das concentragdes iniciais dos meios.

medida que o tempo passa, C(t) = < > . Ou seja, as concentracdes dos

7 = x+2

Exercicio 2.1.2 Resolva o sistema , .
y = —2x4y

Podemos escrever o sistema na forma matricial X’ = AX, onde

Y -2 1
1-A 2

det(A—\I) = 5 1.

:(1—)\)2+4=)\2—2)\+5=>/\17221:|:2i.

Para \; = 1 + 2i:

—21 2 0 —2i 2 =0
A-aDVi=0e [ ) (") = (V) o] ~tem v = i
-2 —x U1 0 —2u;1 —2iv; = 0
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. 1
Assim, podemos escolher o representante para o autovetor V; = () .
1

Para \; = 1 — 21:

2t 2 0 21 2 = 0
(A — )\QI)VQ =0< ‘ . 2 = =4 wiz + U? & —iUug = Vg
-2 2 Vo 0 —2ug + 2102 0

1
Assim, podemos escolher o representante para o autovetor V5 = ( ) .
—1

Desse modo, a solugao geral para este problema é dado por

X(t) =K, <1) 6(1+2i)t + Ko ( 1 ) 6(1727;)7:.
) —1
Usando a férmula de Euler, podemos reescrever essa solugao por
5 2t + 4 sen2t 2t — i sen2t
X(t) = K, [ 9T oKy | T et
icos 2t — sen2t —icos 2t — sen2t
Separando a parte real e a complexa, obtemos

X(t) = (K1 + Ko) ( cos 2t ) et + (K — K») <Sen2t> ot

— sen2t cos 2t

Escolhendo K1 =1 e K, =0, obtemos duas solugdes I (t) e I5(¢) reais e LI de X' = AX:

cos 2t sen2t
I (t) = et e I(t) = et.
1(®) (— Sen2t> 2(t <cos 2t>

Entao, a solugéo geral de X’ = AX pode ser escrita assim:

2t sen2t
X)) =A | P ety A, e, A, A, €C.
— sen2t cos 2t
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2.2 Modelo Presa-Predador de Lotka-Volterra

Um exemplo classico da area de Biomatematica que envolve um sistema de equagdes diferenciais
€ o proposto por Lotka-Volterra para poder descrever a dinamica entre duas populagdes, uma de presa e
outra de predador.

Este modelo parte do seguinte pressuposto, se 0 nimero de presas aumenta, entdo o nimero de
predadores também aumenta. Com o numero de predadores aumentando, 0 nimero de presas decai. A
partir desse decaimento, 0 nimero de predadores cai, € consequentemente, 0 nUmero de presas aumenta.
E a dindmica continua dessa forma. Esse ciclo pode ser visualizado na Figura 2.1.

Dinamica Predador-Presa

100 150 200
| 1 |

Predador

50
|

Presa

Figura 2.1: Fonte: Ecologia de Populacdes

Matematicamente, vamos descrever esse ciclo a partir de equagdes diferenciais. Para isso, consi-
dere

x — numero de presas € y — ndmero de predadores.

O modelo de Lotka-Volterra que representa a relagao entre presa e predador € dado por:

d—x—ax—ax

dr y
dy

B

i y + By

onde a,b,a, 3 > 0.

Perceba que o modelo faz sentido, uma vez que a populagéo de presas perde individuos quando
ha confronto, enquanto que na auséncia de confronto a populagao de predadores vai para a extingao.

E possivel resolver esse sistema por meio de variaveis separdveis. Neste caso, a solugdo seria

23



dada de forma implicita. Para isso, fazemos o seguinte:

dx
dt _ ar—axy
@ - —by+ Bay
dt

N dz _ T —awxy
dy —by + Bry

Assim, aplicando o método das variaveis separaveis, temos:

dv _ av-oazy
dy — —by+ Bzy
dz z(a — ay)
— —_— = - -7
dy y(=b+ Bx)
(—b—|—ﬁx)daj _ a—aydy
T Y
—b a
= —+f0dr = - —oady
Z Y
= /;b +Bdr = /E — ady
Z )
—bin(z)+ Bz = aln(y) —ay+c
bin(z) + aln(y) — ay + ¢
r = 3 ,

emque c € uma constante.

Além da solugédo dada implicitamente, é interessante estudar o comportamento qualitativo dessa
dinamica no sentido de estabilidade. Ou seja, estamos também preocupados se a relagido de predagao da
populagao y em fungédo da populagao x ndo gera nenhum tipo de extingao para nenhumas delas. Para isso,
vamos estudar o conceito de pontos de equilibrio para sistemas de equagdes diferenciais.

Considere um sistema de equagdes diferenciais da forma

dxr
dy _
7 = J@y)

Dizemos que P = (z0,y0) € um ponto de equilibrio para esse sistema se, f(zo,y0) = 0 e
g(x0,y0) = 0, simultaneamente.

No caso, particular do sistema de Lotka-Volterra, teriamos que f(z,y) = axg — azoyo € g(x,y) =
—byo + Broyo. Assim, para determinar os pontos de equilibrio devemos encontrar os pontos (z, yo) tais que
axg — axoyo = 0 e —byg + Broyo = 0.

Exercicio 2.2.1 Mostre que os pontos de equilibrio do modelo Lotka-Volterra sdo dados por P, = (0,0) e
b a
P={(——-).
’ (6’ a>
Dessa forma, o primeiro ponto de equilibrio P, = (0,0) significa que na auséncia de presas a
b
populagéo de predadores também néo ird aumentar, e o segundo ponto de equilibrio P, = (B, Z) significa

~ . - a
que — presas sao suficientes para sustentar uma populagéo de — predadores.
(0%

B
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A fim de determinar o comportamento qualitativo das trajetérias que determinam as solugbes desse
sistema, vamos examinar o comportamento local das solugdes em torno de cada ponto de equilibrio. Esse
processo é denominado linearizagdo e determina o tipo e a estabilidade de cada ponto de equilibrio.

Préximo ao ponto P; = (0, 0), podemos desprezar os termos ndo lineares do sistema, porque séo
valores muito pequenos em relagdo ao termos = e y que aparecem sozinhos. Assim, obtemos:

dj_al‘
dt

dy

2 — _p
dt Y

que pode se reduz ao caso de sistemas lineares de EDOs que vimos anteriormente.

Exercicio 2.2.2 Considere os pardmetros a = 0.08 e b = 0.02. Obtenha a solugdo do sistema linear acima
para estes pardmetros. Com isso, mostre que o ponto de equilibrio P, = (0,0) é instavel.

b
Por fim, vamos analisar o segundo ponto de equilibrio dado por P, = (57 Z). Neste caso,

devemos analisar a matriz Jacobiana dada por

da 4
J(x,y) = (gg Zg) .

dx dy

Exercicio 2.2.3 Considere os pardmetros: a = 0.08,b = 0.02, a = 0.001 e 5 = 0.00002.

1. Calcule a matriz Jacobiana do sistema presa predador.
2. Substitua o ponto de equilibrio P, = (1000, 80) na matriz jacobiana.

3. Resolva o sistema linear de EDOs associado ao problema.

Resolvendo o exercicio acima, obteremos que a solugao do sistema linear é estavel. No entanto,
isso ndo garante que também sera para o sistema nao linear tendo em vista que qualquer pequena pertur-
bacao nos parametros do sistema nao linear pode fazer com que esse equilibrio se modifique.

Para investigar a possibilidade do ponto de equilibrio de coexisténcia do sistema nao linear ser
estével, utilizamos o método do plano de fase. Esse método é util para determinar as trajetérias das solugdes.
Para isso, devemos dividir a segunda equacgao diferencial pela primeira. Isto é, obteremos

dr _ x(a—ay)
dy  y(=b+ Bx)’
cuja solugao é
bin(z) + aln(y) —ay +c
T = 5 :

As trajetérias determinadas pela equagéo acima sao curvas fechadas em torno do ponto de equi-
librio P, = (1000, 80) e a constante ¢ é determinada pelas condigdes iniciais que devem ser fornecidas no
problema. Para cada condigdo inicial, obtemos uma curva fechada periédica, como ilustrado na Figura 2.1.
Assim, esse ponto de equilibrio também ¢é estavel (neste caso chamado também de centro para o sistema
nao linear.
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2.3 Modelos epidemioldgicos

Nessa sec¢éo temos como objetivo estudar fendbmenos relacionados a salde/doencga e seus fatores
de influéncia. Para isso, veremos os modelos mais conhecidos da literatura. De um modo geral, partiremos
das seguintes hipéteses:

» A populagéo de humanos cresce a uma taxa constante na auséncia de virus;
» Ainfecgéao viral causa uma mortalidade crescente devido a doenga;
» A reprodugao de particulas virais depende da presenga de humanos;

» Na auséncia de hospedeiros humanos, as particulas virais “morrem” ou tornam-se inviaveis a uma taxa

Y-

Na literatura uma mesma populagéo é dividida em diversos compartimentos. Aqui, nessa nota de
aula, dividiremos a populagdo em trés compartimentos:

S = populagao de pessoas suscetiveis;
I = populagao de pessoas infectadas;
R = populagao de pessoas recuperadas.

2.4 Modelo ST de Kermack e McKendrick (1927)

O modelo ST em sua forma mais simples é dado por

dS
— = —aST
a
dI
— =aSI
a
Se considerarmos a populagao total N constante em todo tempo, temos N = S + I. Vemos pelo modelo
d
acima que, de fato, temos e 0.

Poderiamos, ainda, acrescentar dindmica vital no modelo, por exemplo supondo uma taxa de morte
ou nascimento na populacdo, o que tornaria a populagio total ndo constante, donde entdo teriamos N #
S + I. Por exemplo, este modelo poderia ser dado por

as

2 _aST _

o aST+ (n—p)S
dl

- T

7 aS

sendo 7 e u as taxas de natalidade e mortalidade, respectivamente.

26



2.5 Modelo STR de Kermack e McKendrick (1927)

O modelo SIR, diferentemente do modelo Sl, considera um terceiro compartimento formado pelos
recuperados de uma certa doenga. Neste caso, o modelo é dado por

dS

&2 39T
dt ps

dl

T Y
7 BSI —v
dR

E—VI

Note que neste modelo novamente consideramos a populagao constante, pois sendo N = S+I1+R,

temos — = 0.
dt

2.6 Modelo SIRS

Neste modelo agora consideramos a possibilidade de, a uma taxa v, uma pessoa recuperada se
tornar suscetivel novamente, podendo, entao, se infectar novamente.

ds
i —BSI+~R

dI
& ST vl
7 BS v

dR
el S
i v YR

Note que:

dN

* Novamentetemos N =S+ 1+ R = T 0;

* Como os modelos SI e SIR, o modelo SIRS é nao linear;

» Os parametros u, 3, v,y podem nao ser constantes. Por exemplo, para doengas periddicas, 8 pode

depender do tempo, entdo 5 = §(t);

* O modelo STR é um caso particular do modelo STR.S, quando tomamos ~ = 0.

2.6.1 Taxa de Reprodutibilidade Basal (R,)

A taxa de reprodutibilidade basal (R,) € comumente usada para analisar se uma doencga apresenta
risco de se tornar epidémica. Desse modo, através da taxa R, podemos realizar previsdes para o controle

da doenga.

O valor Ry representa o numero de infecgbes secundarias, ou seja, o nimero médio de novos
casos de infecgdo causados por um Unico infectado numa populagao de suscetiveis. Ele é caracteristico de
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cada doenga, no entanto € padronizado que se Ry > 1 a doenga apresenta risco de epidemia, enquanto que
se Ry < 1 a doenga é endémica (ou seja, a infecgao atinge apenas uma parcela populagdo em uma regiao
especifica).

Em geral, podemos encontrar Ry buscando a expressao que fica maior que 1 quando % > 0, ou
menor que 1 quando fl—t < 0. Ainda, podemos fazer o mesmo analisando as condi¢des para que o ponto de
equilibrio endémico seja estavel, ou o ponto livre de doenga seja instavel.

dI . .
Por exemplo, no modelo STRS, quando — > 0 temos 3S > v. Quando analisamos R, considera-
mos a populagao inicialmente toda suscetivel, entdo S = N. Isto é,

dI N N
—>0:>6N>u:»ﬁ—>1¢R0:ﬁ—.
dt v v

. N 1, ~ L .
Vejamos que pN € numero de pessoas, enquanto S— é a fragdo de individuos infectados por uma
14 14

1

dada pessoa de I. Isso faz sentido, lembrando que — representa o tempo médio de permanéncia de um
1%

individuos em 1.

Observacao 2.6.1 O valor da taxa de reprodutibilidade basal no modelo SIR é a mesma do modelo STRS.

De fato, basta observar que esta taxa, no modelo SIRS, independe do pardmetro v e que o modelo SIR é
um caso particular do SIRS ao fazer~y = 0.

2.6.2 Analise de Estabilidade e sua Relacao com R,

Como vimos na secao anterior, é possivel usar o fato de que R = N — S — [ para transformar o
sistema de 3 equagdes em um de 2 equagdes. Assim, obtemos

ds
— =—pSI+~y(N-S5-1)
dt
dI
— =pSI—vI
a =Py
N —
Os pontos de equilibrio deste novo sistema sdo P; = (NV,0) e P, = <;,7(V+V7/6)>
Para encontra-los, primeiramente obtivemos da segunda equagdo que ou I = 0ou S = % Logo
. , I I YN = 5) YN —1)
apds, analisando separadamente a primeira equagao, vimosqueou / = ——~ou § = ———.
p p p quag q 35+~ BT+~
N
Assim, quando I = 0 temos S = 77 = N. Por outro lado, quando S = % obtemos
[N =v/B)
v+

A respectiva matriz Jacobiana do sistema é dada por

Jo [~BI+Y) —(B5+7)
BI BS—v |’
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Para P, = (N, 0), temos
g [ —BN+7)
0 BN —v |
Os autovalores dessa sdo A\ = —y < 0e Ay = SN — v. Logo,

*» Se BN > v = Ay > 0= P; éponto de sela;

* Se SN <v = Ay <0= P; éno estavel.
Observe que BN > v = Ry > 1. Analogamente, SN < v = Ry < 1. Portanto,

e Se Ry > 1= P, éinstavel;

* Se Ry < 1 = P; é assintoticamente estavel, o que esta de acordo com o que vimos na se¢ao anterior
para Rg.

Também poderiamos analisar os autovalores de J através do seu trago e seu determinante, entao
obteriamos as mesmas condigdes. Note que, para este caso, teriamos det(J) > 0 = tr(J) < 0, entdo ndo
seria possivel o caso det(.JJ) > 0 e Tr(J) > 0 simultaneamente, excluindo as possibilidades de n6 instavel e
espiral instavel.

Sobre P, primeiramente € interessante observar que para existir sentido biolégico na existéncia
desse ponto, devemos ter N > LA BN > v. Portanto, a estabilidade de P, implicaria na ndo existéncia do

ponto P», enquanto que, se P, existe, automaticamente P; deve ser instavel.

Para P, = (;77(]\[1/_-5-2/@) temos
[ (BN —v)+y| —+9)
J= vEy
(BN =) 0

Considerando, entdo, que SN > v, temos tr(J) < 0 e det(J) > 0. Portanto, quando existe, P, é

no estavel.

2.7 Modelo SIS

Neste modelo, quando o individuo sai do compartimento de infectados, ndo passa (mesmo que
temporariamente) pelo de recuperados, segue diretamente para o de suscetiveis novamente. As equagdes
que descrevem este modelo sao dadas por:

ds
— =—-0881+~I
7 BSI +~
dI
— =p8SI —~I
5 =P v
Novamente, a populagao é constante: N =S + I e, assim, — = 0.

dt
Para encontrar os pontos de equilibrio, basta usar apenas uma das equagdes. Entao, temos que
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I =0 (oqueimplicaS = N)ou S =

™2

(o que implica I = N — ;) Logo,os pontos de equilibrio sao:

B B

A matriz Jacobiana é

P, =(N,0)e P, = (7,]\[—7).

g_ (P —BS+n
I BS —~
Vemos que a matriz é singular, isto é, det(.J) = 0. Com isso, sabemos que um autovalor de J é

nulo, A\; = 0, e o outro é dado pelo trago da matriz, Ay = ¢r(J), pois

tr(J) £ /tr(J)2 =0
5 :

A2 =

Entdo, ao aplicarmos a matriz nos pontos de equilibrio, basta analisarmos o tragco da matriz obtida. Se
tr(J) > 0, o ponto é instavel. Se tr(J) < 0, nada podemos afirmar sobre o ponto. Vamos mostrar que de
fato ndo é possivel fazer uma conclusao sobre a estabilidade do ponto neste caso.

S . ~
Se a solugdo do sistema é dada por X = (I) e os autovetores relacionados a A\; e A2 sado

respectivamente V; e V5, temos que
X(t) = clvle/\lt + CQVQ@AQt,

para determinadas constantes c¢; e co. Supondo Ay = 0 e Xy < 0, entdo, quando
t — oo, temos X(t) — ¢1Vi. Se ¢; = 0, entdo a solugdo vai para a origem que, entdo, é assintotica-
mente estavel (lembremos que no sistema linearizado o ponto que analisamos a estabilidade é a origem).
Caso ¢; # 0, como V7 # 0, a solugdo nunca vai para a origem, que entdo é instavel. Portanto, neste caso
nada podemos concluir sobre a estabilidade do ponto analisado.

Com isso, vejamos que para P, = (N, 0) temos
J_ 0 —BN -+~
0 BN—7v)’

onde tr(J) = BN —~.

* Se BN < ~, entdo tr(J) < 0, donde nada poderiamos afirmar sobre P; e ainda teriamos a ndo
existéncia de P, = (S, I) do ponto de vista biolégico, uma vez que teriamos I < 0;

 Considerando, entdo, que SN > ~, temos ¢r(J) > 0 e, portanto, P; é instavel.

Para P, = <77N — 7) temos

B B
S (7—5N 0>,
BN —~ 0

onde ¢r(J) = v — BN. Note que, para a existéncia de P», devemos ter SN > +, entdo neste caso temos
tr(J) < 0. Portanto, quando existe P», nada podemos afirmar sobre ele.
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