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Introducao

Este texto traz um breve resumo do contetido de Analise Numérica estudado pela turma 2022 da
llum Escola de Ciéncia. Os topicos abordados aqui corresponderdo a uma extensao do conteldo visto nas
disciplinas de Equacdes Diferenciais e Algebra Linear Computacional. O foco é explorar alguns recursos
computacionais para estudar problemas envolvendo equagdes diferenciais do ponto de vista numérico.

Inicialmente esse material servird como guia e também um resumo do conteldo ja visto pelos
alunos. Os exemplos e exercicios propostos aqui sdo em sua maioria 0s mesmos discutidos em sala de
aula.

O texto ficara disponivel na plataforma Moodle, na aba Material da disciplina Analise Numérica.
Este material sera atualizado a medida que o curso for avangando.

Bibliografias principais: Conte (1965); Burden and Faires (2003); Ruggiero and Lopes (2000).


https://moodle-ilum.cnpem.br/

Capitulo 1

Sistema de numeros e estudo de erro

A motivagao para estudar o contetdo dessa disciplina é baseada na solugao pratica obtida por meio
de simulagdes numéricas. Consequentemente, se faz necessario o uso de recursos computacionais, € com
isso algumas questdes surgem. Na formulacdo de modelos matematicos para fenémenos fisicos, quimicos
ou biolégicos, se parte do pressuposto que para fornecer uma solugao para o problema sera necessario
resolvé-lo no computador. Uma vez que o modelo tenha sido formulado, é necessario realizar uma analise
numeérica da solugado, como exemplo um estudo de erro que pode influenciar no comportamento da solu-
¢ao, ou ainda na acurédcia e convergéncia da mesma. Para isso, é preciso verificar o tamanho dos passos
adequados para cada método, o nimero de iteragdes necessarios, etc.

O curso comegara com uma discussao sobre representagéo de nimeros, aritmética computacional
e os erros de arredondamento/truncamento.

1.1 Representacao de numeros

A representacao de numeros, em geral, é feita pelo sistema decimal. Isto €, o nimero 2023 pode
ser escrito da seguinte forma

2023 2.1000 + 0.100 +2.10 + 3.1

= 2.10% +0.10% + 2.10 + 3.10°,

em que 10 é chamada a base do sistema e os numeros 2, 0, 2 e 3 que acompanham essa base sdo os
coeficientes associados a base 10 podendo assumir valores entre 0 e 9.

Nao ha uma razao intrinseca para se considerar a base 10. Outras civilizagGes utilizaram outras
bases, como por exemplo a base 12, 20 ou 60. No entanto, é conveniente considerar a base 2, e consequen-
temente coeficientes entre 0 e 1, para representagdo de nimeros no computador Conte (1965). Qualquer
ndmero inteiro pode ser escrito tanto na base 10 quanto na base 2 na forma polinomial, como apresen-
tado acima. Para realizar essa conversdo, pode-se considerar por exemplo os algoritmos Algorithm 1 e
Algorithm 2 Conte (1965).



Algorithm 1: Conversao de um ndmero N na base decimal para a binaria

Input: Nimero N na base 10;

bo = N
_ bo—agp -
bl - b 2 E]
— bLi—ay .
b2 - 2 ’
_ bl;_ak-
bk‘ - 2 ’
where

ar =1 se by éimpar
ar =0 se by épar

Pare quando b, = 0;
Output:
N = (arak—_1ax—2 - - - ag)2 € 0 nimero procurado na base 2

Exemplo 1.1.1 Considere o nimero 35 na base decimal. Assim, temos que:

k bk [47%
03| 1
11171 1
218 0

Tabela 1.1: Decomposi¢do do nimero 35 da base decimal para a binaria

Logo, o numero 35 é escrito na base bindria como 35 = (011)2. Note que a representagdo é por

(agalao)g, e ndo (aoalag)g.

Algorithm 2: Conversao de um nimero N na base bindria para a decimal

Input: Coeficientes do nimero N na base 2, isto é, N = (a,a,—1 - - a1ag)2;
bn = Qn
for k=n-1,...,0do
| br = ar + 2041
end
Output:
N = by é o numero procurado na base 10

Exemplo 1.1.2 Considere o ndmero (1101)s na base bindria. Assim, temos que:

by =1
by=1+21=3
by=0+23=6

bp=1+2.6=13
Logo, o numero (1101)- é escrito na base decimal como 13.

Apesar de poder escrever qualquer nimero inteiro nessas bases, ndo temos necessariamente que

todos os nuimeros podem ser escritos dessa forma. Por exemplo, 0 nimero racional % ndo pode ser es-

crito na base binaria em uma forma finita como as apresentadas acima. Sua representagdo binaria seria



% = 00001100110011 - -- Como o foco da nossa discusséo sera sobre solugbes obtidas por meio de com-
putadores, fica claro que tais representagdes envolverdo um erro de aproximagao.

1.2 Aritmética computacional

Conseguimos efetuar sem grandes problemas as operacdes 2 + 2 e (v/2)2. No primeiro caso o
resultado é 4, enquanto que o segundo € 2. Fazendo essa mesma conta no computador, temos que a
primeira operagdo também resultara em 4. Por outro lado, ndo necessariamente teremos que o resultado
final sera 2, assim como esperado. Isso ocorre porque 0 nimero /2, que é irracional, possui infinitas casas
decimais, significando que para representar esse valor numérico no computador é preciso aproximé-lo, e
portanto, comete-se um erro nesse calculo.

Aqui ndo vamos focar na representacdo e armazenamento desses nimeros no computador. Nesse
sentido, recomendamos a seguinte referéncia Ruggiero and Lopes (2000). A ideia é dedicar nossa discussao
no conceito do erro, que é chamado de erro de arredondamento.

Por muitas vezes esses “erros” passam despercebido, mas em outras eles sdo propagados, acar-
retando em alguns comportamentos ndo esperados na sua solugao numérica dos quais falaremos mais
adiante. Para “limitar” esses numeros com infinitas casas decimais, podemos utilizar dois tipos de técnicas,
o truncamento e o arredondamento.

Para exemplificar cada caso, considere o nimero n = 0,45317 e suponha que o computador tenha
uma limitagcao para trabalhar com nimeros com apenas 4 digitos apds a virgula. O método de truncamento
vai simplesmente desconsiderar o ultimo digito de n, ficando 0,4531. Por outro lado, o método de arredon-
damento segue o seguinte critério: se o ultimo digito & maior ou igual a 5 entdao soma-se 1 ao digito anterior;
se o (ltimo digito € menor que 5, entao desconsidera-se o Ultimo digito (assim como é feito no truncamento).
O primeiro caso do arredondamento € chamado de arredondamento para cima e o segundo € chamado de
arredondamento para baixo. Para o nimero n deve-se entdo arredondar para cima, ja que o Ultimo digito
7 > 5. Logo, o arredondamento fica 0, 4532.

Como foi possivel observar acima, dependendo do critério e do nimero envolvido, pode haver
mudancas (mesmo que pequenas) na representagao desse nimero. O erro cometido nessa substituicio é
chamado de erro de arredondamento (independente se o critério foi de arredondamento ou truncamento).
Vejamos como medir esses erros de arredondamentos.

Seja n um namero e n* sua aproximagao. O erro absoluto é calculado por
eqa(n) = |n—n*|.

Ja o erro relativo é calculo por
_n—n"|

er(n) = ———,

n

considerando que n # 0.

A diferenca entre esses dois tipos de medidas para o erro é que o erro relativo leva em consideragao
a magnitude dos valores. Nesse sentido, o erro relativo pode ser mais significativo do que o absoluto. Por
exemplo, considere n = 0,1 e sua aproximagado n* = 0,11. Assim, temos que ¢, = 0,01 e e, = 0, 1.
Tomando agora, n = 0,01 e sua aproximagdo n* = 0,011, temos que e, (n) = 0,001 e e,.(n) = 0, 1. Por fim,
tomando n = 0,001 e sua aproximagdo n* = 0,0011, temos que e,(n) = 0,0001 e e,.(n) = 0,1. Perceba
que o erro relativo foi preservado quando apenas foram adicionadas casas decimais, enquanto que o erro



absoluto ndo. O exemplo a seguir ilustra a comparacao dos erros relativos e absolutos cometidos ao efetuar
operagoes aritméticas em comparagdo com o valor que deveria ser obtido.

Exemplo 1.2.1 Considere x = % ey = %. Na Tabela 1.2 é possivel ver os valores das operagbes computa-
cionais juntamente com 0s erros associados.

Operagao | Valor real | Valor computacional €q er
T+y 2 0, 9047 0,6190 x 10~% | 0,6842 x 10~ %
x—y -2 —0,2381 0,4761 x 10> | 0,2 x 1074
T Xy - 0,1905 0,2857 x 10~* [ 0,15 x 1073
Ty = 0, 5833 0,2916 x 10~* 0,5 x 1071

Tabela 1.2: Tabela com os valores das operagdes aritméticas feitas pelo computador em relagao ao valor
esperado

Com isso é possivel notar que ao efetuar operacées aritméticas no computador se pode cometer
erros. Ou seja, ao calcular por exemplo uma soma “na mdo” o resultado néao sera necessariamente o mesmo
do que se calcular no computador. Para diferenciar as operagées, vamos denotar as operagbes aritméti-
cas usuais por +, —, X, +~ e a soma feita pelo computador por ®, S, ®,@. Ainda mais, como cada nimero
possui sua representagdo computacional, vamos denotar a representagdo de x e y por fl(x) e fl(y), res-
pectivamente . Isto €, fl(x) = 0,3333 e fl(y) = 0,5714, e assim, como poder ser visto na Tabela 1.2,
z+y=125£0,9047 = fl(z) ® fl(y).

Exercicio 1.2.1 Observe a Tabela 1.2. Quais conclusées vocé poderia obter a partir das informacdes apre-
sentadas? Ou seja, faga uma analise sobre os erros relativos e absolutos em cada caso.

Exercicio 1.2.2 Considere dois numeros = e y que sejam “quase” iguais. Por exemplo, x = 0,235648431 e
y = 0, 235648432 o que vocé acha que o computador forneceria como solugdo ao calcular a subtragao entre
0s dois numeros? Quais implicagées isso teria?

Exercicio 1.2.3 Considere o polinémio f(z) = x® — 6,12 + 3,2z + 1, 5.

1. Calcule f(4,71) utilizando arredondamento e truncamento. Compare com o valor esperado por meio
do erro absoluto e relativo.

2. E possivel escrever o mesmo polinémio f(x) da seguinte forma f(z) = ((xz —6,1)x +3,2)z + 1, 5. Uti-
lizando essa nova decomposicéo, calcule f(4,71) utilizando arredondamento e truncamento e obtenha
o erro relativo e absoluto.

3. O que vocé observou nos itens 1. e 2.7 O que pode ser afirmado?

1.3 Tipos de erros

Como foi possivel observar, erros computacionais sao praticamente inevitaveis. Sendo assim, em
todos os métodos que iremos trabalhar serd necessario realizar um estudo sobre o erro cometido. Com isso,
estamos interessados em escolher métodos numéricos que sejam confidveis, ou seja, métodos que nao
propaguem os erros dos dados iniciais. Um algoritmo que satisfaga essa condigdo é chamado de estavel.

A notagéo fl esta associada ao conceito de ponto flutuante. Esse é o nome dado ao formato de representagéo digital de nimeros
racionais no computador.



Caso tal condicdo nao seja satisfeita, chamamos o algoritmo de instavel. Certos algoritmos sdo estaveis
apenas para alguns valores de dados iniciais. Tais algoritmos sdo chamados de condicionalmente estaveis.

Considerando um erro inicial de magnitude Ey > 0, vamos denotar a magnitude do erro apds n
operagoes sucessivas por E,,. Se E,, ~ CnEy, em que C é uma constante que nao depende de n, entao
o crescimento do erro é chamado de linear. Por outro lado, Se E,, ~ C™E,, para qualquer C' > 1, entdo o
crescimento do erro € chamado de exponencial.

Os resultados mais aceitos na literatura sdo aqueles em que os erros cometidos so lineares, cujos
valores de C' e F sao pequenos. Por outro lado, o crescimento exponencial do erro deve ser evitado, ja que
produz resultados muito distintos do esperado, mesmo para valores pequenos de n. Consequentemente,
temos que um algoritmo com comportamento de erro linear é estavel, enquanto que o de erro exponencial é
instavel.



Capitulo 2

Solucoes aproximadas de equacoes

Neste capitulo vamos discutir mecanismos numéricos para obter solugdes (aproximadas) de equa-
cOes algébricas que, por muitas vezes, ndo sao simples de se resolver analiticamente. Por exemplo, con-
sidere as hip6teses admitidas por Malthus, isto é, durante pequenos periodos de tempo uma populagao
cresce continuamente proporcional a ela mesma. A equacgao diferencial que descreve esse modelo é dada
por ' = Az, sendo \ a taxa de crescimento. A solugdo do problema proposto por Malthus é dada por
x(t) = zoe*t, em que o é o nimero da populagéo inicial.

Na dinamica apresentada acima, podemos considerar outros fatores, como por exemplo imigragao.
Se a imigragao de uma populagéo é permitida, digamos a uma taxa constante v, entdo obtemos a seguinte
EDO 2’/ = Az + v, cuja solugdo é dada por z(t) = zoe* + %(e* — 1). Sob essa situagdo, suponha que
a populagdo contenha inicialmente 1.000.000 de individuos e que 200.000 imigrem para essa comunidade
no primeiro ano. Suponha também que ao final desse primeiro ano se tenha 1.350.000 individuos. Sendo
assim, para determinar a taxa de crescimento dessa populagao neste ano, devemos encontrar o valor de A
de tal forma que

200000
1350000 = 1000000e* + h\

(e* —1). (2.1)

Resolver este problema do ponto de vista algébrico se torna inviavel, uma vez que o termo A se
encontra ndo somente no argumento da fungdo exponencial, mas também fora dele. Nesse sentido, uma
abordagem numérica pode auxiliar na determinagao deste parametro Burden and Faires (2003). Vamos
entdo dedicar este capitulo a estudar algumas ferramentas numéricas, que podem auxiliar na resolugao de
problemas como o apresentado acima.

2.1 Método da bisseccao

Anteriormente comentamos o problema de determinar o parametro A de tal forma que a Equagéo
(2.1) seja valida. Esta mesma equacgao pode ser reescrita da seguinte forma:

200000

1350000 — 1000000e* — \

(e*—1)=0. (2.2)

Perceba que o parametro A é a Unica variavel desta equacgao, portanto, podemos pensar no lado esquerdo
da Equacédo (2.2) como uma fungéo de uma variavel que depende de A, isto é:

200000
J(A) = 1350000 — 1000000¢* — ===

(e* —1). (2.3)



Sendo assim, encontrar a solugao de (2.2) é equivalente a encontrar o valor A\ que zera a fungao f. Este
problema é chamado de encontrar a raiz da fungdo ou zeros da fungao f. Para resolver esse tipo de problema,
podemos utilizar a técnica do método da Bissecgdo. Tal método funciona da seguinte forma, considere uma

fungdo f continua em um intervalo [a, b], de tal forma que existem dois valores p; e ps tais que f(p1) > 0e
f(p2) < 0, conforme ilustrado na Figura 2.1.

R

@ -————==

I ,
N EPSENI

fpo) bommbf o2 0 _

Figura 2.1: llustragdo das condi¢des necessarias para o método da bisseccao.

Existe um teorema na area da Matematica chamado de Teorema do Valor Intermedidrio (TVI)' que
garante o seguinte, se f é continua e existem p; e po tais que f(p2) < 0 < f(p1), entdo existe um ndmero
p tal que f(p) = 0 (veja a Figura 2.1 para se convencer disso). Esse resultado é importante para garantir a
existéncia desse valor p para que possamos estima-lo numericamente.

Pois bem, o método da bissecgdo consiste em uma continua diminui¢éo do intervalo original [a, b]
em outros menores, até encontrar o valor p. Para iniciar o processo de obtencao do valor p, comegamos
tomando @ = a e b = b e p como sendo o ponto médio do intervalo [a, b], ou seja, p = %*5 Se f(p) = 0,
entao o processo estd finalizado e obtemos p = p. Caso contrario, segue que ou f(p) tem o mesmo sinal que
f(@) ou o mesmo sinal que f(b). Se f(p) e f(a@) tem o mesmo sinal, entdo escolnemos @ = p e b="b. Se
f(®) e f(b) tem 0 mesmo sinal, entdo escolhemos @ = a e b = p. Com isso, aplicamos o método novamente
ao intervalo [a, Z]. Caso o ponto médio seja o valor procurado, entdo terminamos o processo, caso contrario
o0 algoritmo continua rodando. Esse processo como um todo pode ser visualizado na Figura 2.2.

Figura 2.2: Representagao grafica do funcionamento do método da bissecgao.

10 Teorema do Valor Intermediario, como é mais conhecido na literatura brasileira, € um resultado estabelecido por Bernard Bolzano
e Augustin Louis Cauchy (Teorema Bolzano-Cauchy), cujo enunciado é: Seja f uma fungéo continua em um intervalo fechado [a, b] e
K um valor entre f(a) e f(b), entdo existe um nimero ¢ no intervalo aberto (a, b), tal que f(c) = K.



Exercicio 2.1.1 Utilize o método da bissec¢do para resolver a equacgéo (1)

Exercicio 2.1.2 Utilize o método da bissecgéo para encontrar uma raiz do polinémio p(x) = z3+z —2. Apds
encontrar tal raiz, faca a decomposi¢ao q(x) = (x — T)r(z), sendo T a raiz encontrada numericamente. O
que pode ser dito sobre o polinémio r(x) quanto as suas raizes?

Exercicio 2.1.3 Ulilize o método da bissecgdo para encontrar uma raiz do polinémio f(x) = 23 +2%—10x+8
no intervalo [—5, 5]. Como o polinémio tem grau trés, é possivel que exista outras raizes reais, sendo assim
considere outro intervalo inicial de modo a tentar buscar outras possiveis raizes. O que obteve?

2.2 Outros métodos para se encontrar zero de funcoes

O método da bisseccao visto na segdo anterior ndo é a Unica forma de se obter os zeros de uma
funcdo. Vamos aqui apresentar brevemente mais dois métodos, apenas para curiosidade. Nosso objetivo
nao é explorar todos os métodos de uma forma aprofundada, mas sim um panorama geral dos mecanismos
que podem ser utilizados.

2.2.1 Método de Newton

O primeiro que iremos comentar é o método de Newton que é um dos mais conhecidos e mais
utilizados para obter as raizes de uma fungao. Algebricamente, o método é definido por meio da extensao
via polindmio de Taylor, isto &, considerando f uma fungéo de classe C? 2 e p uma aproximagéo de p, de tal
forma que f'(p) # 0 e |p — p| é “pequeno”, entdo

_ p(= Y (z - p)Q %
f@) = f() + (z = p)f' () + ———f"(£(2)),
em que £(x) assume valores entre x e p.

Assim, tomando x = p e assumindo o fato de que p € uma raiz da fungao f, temos que

0= 1@+ - s o)+ EE pe))

Assumimos anteriormente que |p—p| € “pequeno”, logo (p—p)? é menor ainda. Portanto, podemos
concluir que
0~ f(®)+ (p—D)f (»),

e consequentemente,

/(p) (2.4)

A estimativa (2.4) é chamada de método de Newton. Com isso, a partir de um chute inicial py, se
estabelece um método iterativo com o intuito de estimar o valor p, que é dado por

. _ f(Pn-1)
Pn = Pn—1 7f’(pn71) . (2.5)

Geometricamente, 0 método de Newton tem o seguinte significado, primeiro considera-se um chute

2Uma funcdo é dita de classe C™ se suas n derivadas forem continuas.



inicial pg. A partir disso, calcula-se a tangente da fungéo f no ponto py. Essa reta tangente cruzara o eixo-x
em algum ponto®, digamos p;. Novamente calcula-se a tangente da fungéo f, mas agora no ponto p;. A reta
tangente cruzara o eixo-x em algum ponto p3, € 0 método continua até que o ponto que a tangente cruzar for
exatamente a raiz p. Para visualizag¢éo, veja a Figura 2.3.

tangente em f(p1) tangente em f(pg)

Figura 2.3: Interpretacédo geométrica do método de Newton para obter raizes de uma fungéo.

2.2.2 Método da secante

O método de Newton é uma ferramenta extremamente poderosa e converge rapido para a raiz da
funcdo (ou certas circunstancias, fica evidente que a convergéncia é improvavel). No entanto, existe um
grande problema com este método que é saber/estimar a derivada da fungéao no ponto, que do ponto de vista
pratico gera tantos problemas quanto analisar a fungao f. Para evitar este problema, fazemos uma variagao
do método de Newton chamado de método da secante.

O método da secante é introduzido a partir da definicdo de derivada, isto &,

f'(pn—1) = lim M

T—Pn—1 T — Pn—1

Tomando = = p,,_», temos entao que

f(pn—2) = f(Pn—1)

f,(pnfl) ~
Pn—2 — Pn—1
_ f(Pn-1) = f(Pn—2)
Pn—1 — Pn—2

Substituindo a aproximagao da derivada no método de Newton, obtemos:
f(pnfl)(pnfl - pn72)
Pn = Pn-1 — . (2.6)
L fam) = F(pa—2)

3Perceba que isso s6 ndo sera verdade se a reta tangente for paralela ao eixo-x, isto é, se a derivada da fungdo no ponto for igual a
zero. Por esse motivo estamos supondo que f’(p) é diferente de zero para todo p.

10



A equacgao (2.6) é chamada de método da secante. Geometricamente o método da secante con-
siste em considerar dois chutes iniciais py € p1, € a partir deles construir a reta secante que passa pela
imagem dos dois pontos. A reta secante vai cruzar o eixo-x em um ponto p,. Com esse ponto ps constréi-se
a reta secante que passa por f(p2) € f(po). Essa nova reta vai cruzar o eixo-x em um novo ponto ps. O
método continua dessa forma até obter o valor p que é o zero da fungéo f. Veja a Figura 2.4 para visualizar
€sse processo.

f(x)

secante em f{py) e fps)

f(po)

secante em f{pg) e f{p)

f(]’l)

Figura 2.4: Interpretagdo geométrica do método da secante para obter raizes de uma fungao.

E importante observar que quando computamos o método iterativo de Newton (ou da secante),

estamos estudando o seguinte problema p,, = g(pn—1), emque g(prn—1) = Pn—1— ;,(5;;*_11)), comn > 1. Este

problema é conhecido como problema do ponto fixo, que discutiremos a seguir.

Exercicio 2.2.1 Considere o problema apresentado no inicio do capitulo sobre o crescimento populacional
de Malthus considerando imigragdo constante, isto é, ' = \x + v, cuja solugdo é dada por x(t) = xget +
U (A

1. Utilize o método da secante para determinar o pardmetro \ de tal modo que

1350000 = 1000000 + (e —1).

200000
A

2. Interprete o valor A\ encontrado.

2.3 Problema do ponto fixo

Um nUmero p é chamado de ponto fixo para uma fungéo g, se g(p) = p. Este problema esta
associado ao métodos iterativos que estudamos na segao anterior no seguinte sentido, determinar o ponto
fixo de uma fungéo ¢ é equivalente a buscar um valor p de tal forma que g(p) — p = 0. Em outras palavras,
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0 problema se resume a encontrar o zero da fungdo f(z) = g(x) — «. Por outro lado, buscar o zero de uma
fungdo f, isto é, determinar p tal que f(p) = 0 é equivalente a buscar o ponto fixo p de g, isto é, sendo p um
ponto fixo de g tem-se que f(p) = g(p) —p = 0.

Geometricamente, determinar o ponto fixo de uma fungéao f é buscar os pontos de intersec¢ao da
fungéo f com a reta identidade h(z) = x. Note na Figura 2.5 que a fungéo f(x) = 22 +x — 1 é interceptada
pela funcdo h em dois pontos, em p; = —1 e p, = 1. De fato, note que algebricamente temos:

h(z) ==

3 ) ] / 1 2 3 3 5 [3 7 R
El

Figura 2.5: Representagéo grafico do problema do ponto fixo. A fungao f admite dois pontos fixos, p; = —1
epy = 1.

No exemplo acima, utilizamos recursos graficos para determinar tais pontos, partindo do pressu-
posto que os pontos fixos existiam. O teorema abaixo fornece as condigdes suficientes para a existéncia e a
singularidade de um ponto fixo.

Teorema 2.3.1 Seja g uma fungdo continua em um intervalo [a, b].

1. Se aimagem da g satisfizer g(x) € [a, b] para todo = € [a,b], entdo a fungdo g possui um ponto fixo.

2. Se além disso, a fungdo g admitir derivada em (a, b) e existir alguma constante positiva k < 1 de tal
modo que |¢'(x)| < k, para todo = € (a,b), entdo o ponto fixo em [a, b] & Unico.

Os pontos fixo de uma fungao podem ser, em algumas vezes, determinados algebricamente. Por
(a®—

exemplo, considere a fungéo g(x) = Tl) no intervalo [—3, 3]. A fungdo g satisfaz as condigdes 1. e 2. do
Teorema 2.3.1 no intervalo [—3, 3]*, assim podemos calcular o seguinte:

(»* -1
3
s pPP—1=3p

gp)=p & =p

s pPP—-3p—-1=0.

“Para verificar se as hipéteses do teorema do ponto fixo s&o satisfeitas, recomenda-se utilizar recursos da Andlise Real. Neste caso
particular, pode-se utilizar o Teorema de Weierstrass que diz o seguinte, toda fungéo continua em um intervalo compacto [a, b] de R
possui um valor maximo e um minimo nesse intervalo.
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Aplicando a férmula quadratica, obtemos dois pontos fixo p; = 1(3 — V/13) e p» = 1(3 + V13).
Note que apenas p; pertence ao intervalo [—1, 1], e portanto é o procurado. E importante notar que se
estivéssemos olhando para o intervalo [3, 4], ou seja, o intervalo que contém o segundo ponto fixo ps, ndo
teriamos que as condigdes do Teorema 2.3.1 seriam satisfeitas, pois ¢'(4) = % > 1. Isso significa que as

condig¢des colocadas no teorema do ponto fixo sao suficientes, mas nao necessarias.

Caso nédo seja possivel obter os pontos fixos de uma forma similar a esta, pode-se obter uma
aproximagao deles, por meio do que chamamos de método iterativo do ponto fixo. A ideia consiste em criar
uma sequéncia de valores da seguinte forma, p, = g(p,—1). Se esta sequéncia convergir para p e g for
uma fungéo continua, entdo obtemos uma solugdo para g(x) = x. A Figura 2.6 ilustra esse mecanismo
geometricamente.

r

g(xz) ==

pps p P20 R

Figura 2.6: Interpretacdo geométrica do método iterativo do ponto fixo.

Exercicio 2.3.1 A partir da equagéo x> + 42 — 10 = 0, determine o problema do ponto fixo associado. Este
novo problema satisfaz as condi¢bes do Teorema 2.3.1 no intervalo [1,2]? Se sim, determine seu ponto fixo.
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Capitulo 3

Solucoes Numeéricas para Equacoes
Diferenciais Ordinarias

Neste capitulo a discusséo sera sobre a resolugao de Equagbes Diferenciais Ordinarias (EDOs)
do ponto de vista numérico. Em particular, trataremos de Problemas de Valores Iniciais (PVIs) e Problemas
de Valores de Contorno (ou Fronteira) (PVCs). Os PVIs sdo regidos por uma EDO, digamos por exemplo
2'(t) = f(t, ), que estd associada a uma condig&o inicial z(ty) = xo' Sob algumas condigbes 2 ® pode-se
garantir a existéncia e unicidade de solugao analitica para um PVI. No entanto, exibir esta solugédo (ou seja, a
lei da fung&o) ndo é uma tarefa simples. Assim, muitas vezes se faz necessério o uso de métodos numéricos
que aproximam esta solugdo. Tais métodos devem ser coerentes, isto €, cada valor z,, que 0 método produz
deve estar “préximo” do valor real que a solugdo assume na posi¢ao n, ou seja, =, ~ z(t,). Além disso, o
erro cometido nessa aproximagao deve ser “pequeno”.

Aqui serdo tratados trés métodos numeéricos: método de Euler, método de Runge-Kutta e o método
de Diferengas Finitas, sendo que este Ultimo também pode ser aplicado para Equagbes Diferenciais Parciais
(EDPs).

3.1 Meétodo de Euler

Considere uma EDO de primeira ordem

2 (t) = f(t,x) (3.1)

com condigéo inicial dada por z(ty) = xo.

No lado esquerdo da EDO (3.1) temos a derivada de x em relagédo a variavel t, isto €, a derivada é

dada por
x(t+h) — x(t)

, .

z'(t) = lim 3.2

®) h—0 h (3.2)

"Lembrando que se tivéssemos uma EDO de segunda ordem - ou maior - seriam necessarias também as condicdes iniciais das

derivadas de ordem superior, ou seja, z(tg) = xgo), z'(to) = m(()l), oz (g) = xg“l), para pudesse existir solugao Unica para
o problema.

2Se a fungdo f(t,x) é limitada e continua em ¢, e Lipschitz continua em z, entdo existe solugéo para o PVI e a solugo é tnica
3Uma fungéo real g é Lipschitz continua se existir L > 0 tal que |g(x) — g(y)| < L|z — y|, para todo z,y € R. O conceito de fungéo
Lipschitziana pode ser estendido para qualquer espago métrico (X, d).

14



Veja que o limite (3.2) € uma variagao do limite

() — x(t
z'(t,) = lim z(t) — o(tp)
t—tp t— tp

, (3.3)

chamando h =t — ¢,,.

Perceba que o limite (3.3) especifica qual é o ponto que esta sendo tratado na derivada. Por outro
lado, o primeiro limite (3.2) é mais geral, no sentido de n&ao deixar fixo o ponto que esta sendo trabalhado. O
valor h = t—t, é chamado de espagamento ou malha, e para fins de facilitar aimplementagao computacional,
consideramos que o espagamento h € sempre de mesmo tamanho, ou seja, h = t;1; — t; para todo q.
Quaisquer dos limites apresentados acima podem ser utilizados, a pessoa leitora sé deve se atentar ao fato
de que h é o espacamento entre t e ¢,,. Dito isso, vamos para o método.

Pela expansé&o de Taylor, de ordem 2, da fun¢éo x no ponto ¢, tem-se:

27" (tp)

z(t) = x(ty) + (t = tp)a’(tp) + (¢ = 1) —,

e dividindo ambos os lados por ¢ — ¢, (note que estamos considerando até o momento ¢ # t,, e portanto
essa divisdo esta bem definida), obtém-se

w(t) —x(ty) _
t—t, 2

A expresséo acima nos diz que a derivada de uma fung&o no ponto ¢, pode ser aproximada por

%f:t”) cometendo-se um erro (t — tp)#. Perceba que % € um numero fixo, enquanto t — ¢, = h

€ um numero que varia, pois t esta variando. Isso significa que o erro cometido na aproximagao da derivada
é de ordem h, também denotado por O(h).

Assim o método de Euler é definido da seguinte forma, considere P = {a = to,t1,...,t, = b}
uma particdo para [a,b] da qual a solugdo do PVI estara definida, da qual é igualmente espagada, isto &,
h=t; —t;—1 paratodo i = {1,...,n}. Considerando a aproximagao mencionada acima, tem-se que

o' (t;) = o

por outro lado, pela EDO (3.1) tem-se que «'(t;) = f(t;, z(t;)), assim:

(b, a(t,)) W

l‘(tl) — Ji(ti — h) hf(ti,x(ti))
x(t;) = a(ti—h)+ hf(ti,z(t)).

Portanto, o método de Euler é definido como

Para estimar o erro cometido pelo método, vamos comparar a expressao (3.4) com a expansao de
Taylor de ordem 2. Obtemos o seguinte:

x(t) + ha'(t) + h2#
x(t) + hf(t,z) + hzw.

x(t + h)

z(t + h)
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Note que z(t + h) = x(t) + hf(t,z) é exatamente o método de Euler. Assim, o erro cometido na
aproximagao do método é de ordem A2, isto &, O(h?).

Geometricamente, o método de Euler produz uma solugdo numérica que aproxima a solugao ana-
litica por meio das derivadas. Com isso, quanto menor o valor do espagamento %, melhor deve ser a aproxi-
macdao. A Figura 3.1 ilustra essa afirmagao.

55 T T T T T T 7
Solugdo analitica s
510 Solugéo numérica h=1 A i
Solugdo numérica h=0.5 =
Solugdo numérica h=0.125 . ~
4.5 = -
4 |
=
3
3.5 _
3+ _
25 _
2= I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tempo

Figura 3.1: Aproximagéo da solugédo analitica da EDO z/(t) = Az(t) pelo método de Euler, considerando
condigao inicial z(0) = 2.

No entanto, o método de Euler apresenta problemas com precisao, isto €, normalmente precisamos
escolher um passo h muito pequeno para obter solugées numéricas de “boa qualidade” (veja novamente a
Figura 3.1), o que implica um nimero elevado de passos e, consequentemente, um maior custo computa-
cional. A partir dessa observagéo, vamos introduzir um segundo método numérico chamado de método de
Runge-Kutta.

3.2 Método de Runge-Kutta

No final do século XIX, Carl Runge deduziu diversas férmulas para encontrar uma aproximagao de
solugéo para PVIs. Martin Wilhelm Kutta generalizou muitos dos métodos fornecidos por Carl Runge. Aqui
ilustraremos um desses métodos chamados de método de Runge-Kutta de ordem 4. Este método é apenas
um dos chamados de método de Runge-Kutta de ordem superior.

O método de ordem 1 é também conhecido como método de Euler. Ja o método de ordem 2 é
chamado de método de Euler aperfeicoado/modificado ou também método de Heun*. Aqui focaremos no
método de Runge-Kutta de ordem 4, que assim como os anteriores pode ser deduzido da expansao de
Taylor para fungbes de mais de uma variavel. Nao faremos a dedugao aqui por se tratar de uma construgao
bastante técnica (para mais detalhes da construgdo recomenda-se a leitura dos livros Burden and Faires
(2003); Conte (1965)), apresentaremos apenas sua formula.

Considere o PVl 2’ = f(¢,x) cuja condi¢do inicial é dada por 2(0) = x¢. Assim, a partir de uma
particdo P com tamanho h, 0 método de Runge-Kutta de ordem 4 é definido por

h
Tn+1 = Tp —+ g(kl -+ 2k2 -+ 2]€3 + k4), (35)

4Karl Heun introduziu a técnica de aproximagédo de solugdo para um PVI de ordem O(h3), que ndo focaremos aqui mas é muito
utilizado na literatura e pode ser consultado no artigo Heun (1900)
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em que

k= f(tnaxn 5
h h
kQ = f(tn+§7l'n+§kl>»
h h
kS = f(tn+§7xn+§k2>»
ke = f(tn + h,x, + h/ﬁg)

Para ilustrar a solugdo numérica via método de Runge-Kutta, consideraremos o mesmo PVI de
Malthus da subsecio anterior, isto €, 2’ = Az. A Figura 3.2 mostra graficamente a solugéo obtida.

55 T T T T T T T

—Solugéo analitica
5 — Solugédo numérica h=1 i
—Solugdo numeérica h=0.5
—Solugdo numérica h=0.125 /
45 4 N

x(t)
Y

35 ’_ / i

3 / -
_—
25 - / —
- "/
2 ,-/’/), | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 8 7 8 9 10
Tempo

Figura 3.2: Aproximagéo da solugdo analitica da EDO z'(t) = Az(t) pelo método de Runge-Kutta de ordem
4, considerando a condigéo inicial z(0) = 2.

Perceba que independente do tamanho do espagamento £, a solugao numérica produzida é pratica-
mente a mesma que a solugéo analitica 2 () = x¢e. Para mostrar a precisao deste método em relagéo ao
método de Euler, apresentamos a Figura 3.3 que apresenta ambas as solugées numérica em trés diferentes
cenarios.

A Figura 3.3 ilustra como o método de Runge-Kutta é mais preciso que a de Euler. Perceba que
a solugao numérica produzida pelo método de Euler para i = 0.125 é tao “eficiente” quanto a de Runge-
Kutta para h = 1. No entanto, os esforgos computacionais sao distintos em cada caso. O principal esforgo
computacional na aplicagdo do método de Runge-Kutta de ordem 4 é o calculo do campo f, isto é, o método
requer quatro calculos da f por passo, cujo erro cometido € O(h*). Em comparagéo com o método de Euler,
para cada passo o método de Runge-Kutta de ordem 4 requer quatro célculos e a de Euler apenas um.

Nesse capitulo estudamos métodos de aproximagao de derivada para resolver numericamente
equacoes diferenciais ordindrias, a partir de uma condi¢éo inicial. Os métodos considerados neste estudo
foram os de Euler e Runge-Kutta que dependem de passos anteriores, a fim de realizar estimativas dos
proximos. Tais métodos sao conhecidos como métodos de passo unico e sao 0s mais simples na area de
Analise Numérica. O objetivo aqui ndo é tratar de métodos mais elaborados para lidar com EDOs numeri-
camente, e sim ter um panorama geral de como abordar tais problemas do ponto de vista numérico. Para
obter uma melhor aproximagao da solugéo outros métodos mais robustos podem ser considerados, como
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Figura 3.3: Aproximagéo da solucéo analitica da EDO z'(t) = Az(t) pelo método de Runge-Kutta de ordem 4
e Euler, considerando a condig&o inicial z(0) = 2 e trés diferentes espagamentos h = 1, h = 0.5e h = 0.125.

por exemplo os métodos de passos muiltiplos. Para a leitora que tiver interesse em aprofundar seu estudo
sobre o assunto, recomendam-se as referéncias Burden and Faires (2003); Conte (1965).

No préximo capitulo abordaremos métodos numéricos para aproximar a solugao de integrais defi-
nidas.

Exercicio 3.2.1 Fornecga a solugdo numérica de Runge-Kutta de ordem 4 para o modelo populacional de
Verhulst. Faga o mesmo para o método de Euler e compare as solugdes. Para evidenciar as solugbes
obtidas, faga diferentes testes para valores de h distintos.

Exercicio 3.2.2 O modelo epidemioldgico do tipo Sl (Suscetivel-Infectado) é dado por um sistema de EDOs
acopladas, isto é, uma EDO depende da outra. A dindmica para cada populagdo é dada por S’ = —\SI e
I' = \SI, sendo S(0) = Sy e I(0) = I as condigdes iniciais da populagdo (aqui ndo esta sendo considerado
dindmica vital). Fornegca a solugdo numeérica para esse sistema, utilizando os métodos de Euler e Runge-
Kutta. Compare os resultados.
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Capitulo 4
Integracao Numerica

Alguns problemas praticos nas areas de engenharia, biologia, fisica e quimica recaem em pro-
blemas que sdo modelados por integrais. Por exemplo, para se determinar o comprimento de uma chapa
com formato ondulatério, digamos descrita por uma fungdo de onda senoidal f(x) = sen(x), é preciso
considerar a formula de comprimento de curva Guidorizzi (2001), que é dada pela seguinte integral L =
fab /1 + cos?(z)dx Burden and Faires (2003). Esse tipo de problema é conhecido como problema de in-
tegral eliptica Kaplan (1972) que ndo possui uma solugdo explicita. Assim como esse problema, existem
varias outras integrais que ndo podem ser resolvidas explicitamente. Nosso objetivo entao é fornecer uma
aproximagao numeérica para os valores que tais integrais definidas assumem.

Os métodos que discutiremos aqui serao os do trapézio e de Simpson. Ambos os métodos sao
obtidosnpor variagdes do método de integragcdo chamado de quadradura numérica, em que se utiliza uma
soma Z a; f(x;) para aproximar o valor de /b f(x)dx. Basicamente, consideramos um conjunto de pon-
tos {:c(i:;):h ..., &, } do intervalo [a,b] e para Zles construimos o polinémio interpolador de Lagrange, isto

n
é, P,(x) = Zf(l’i)Li(w)- A partir disso, a constante a; procurada na quadradura é dada por a; =
=0
b

L;(x)dz, para cada i = 1,...,n. A dedugdo desse fato pode ser encontrada em Burden and Faires

(5003). Ao considerar os polindmios de Lagrange de graus 1 e 2, obteremos os métodos do trapézio e de
Simpson, respectivamente. Vamos entao discutir a especificidade de cada um deles.

4.1 Método do trapézio

Consideremos um conjunto de dois pontos {z, z1 } de tal forma que a = z € b = 1. Considere o
polindmio de Lagrange de grau 1 dado por:
r — I

Pi) = — - f(wo) + —
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A partir do polindmio de Lagrange e a expanséo da funcéo f até grau 2, obtemos ':

b y—zx T—x o1
[ t@ae = [ I )+ E fayde kg [ (€ - 0w - )

_ (amm? @m0 (2 (@)
- (2(:1:0:E1)f( )t S =) 1)) T (3 2

x1

x? + x0x1x>

Zo Zo

3
_ g(f(xo) + f(x1)) — %f”(s),

sendo h = 1 — xy 0 espagamento considerado no método.

Portanto, 0 método do trapézio ou também chamado de regra do trapézio é dado por

[ -

sendo h = z1 — xg com erro da ordem O(h?).

(f(a) + (b)), (4.1)

I\D\b

A Figura 4.1 ilustra graficamente 0 método do trapézio para aproximar a integral de uma fungao.

A
R

// a =1 b=mx R

Figura 4.1: Método do trapézio para aproximar a integral de uma fung¢éo no intervalo [a, b]. A fungdo f é dada
pela curva verde, o polinémio de Lagrange de ordem 1 é dada pela fungdo em vermelho e a regido em cinza
€ o trapézio definido pelo método.

E possivel perceber na imagem acima que a aproximacdo desta area néo foi tdo precisa. Uma
forma de tornar o método mais eficaz é considerar uma particdo {zg, z1,...,z,} com mais pontos e aplicar
o método do trapézio para cada intervalo [z;_1,z;]. Essa abordagem é conhecida como método do trapézio
composto e sua férmula é dada por

n—1

b
/ f(z)dx Zg f(xi) + f(zit1)), (4.2)

=0
sendo h = z; — x;—1 0 tamanho de cada subintervalo igualmente espagado.

Na Figura 4.2 é possivel perceber que com uma particdo um pouco maior foi possivel obter uma
melhor aproximagao.

TA existéncia do valor £ constante é garantida pelo teorema do valor médio para integrais, j& que (z — x)(z — x1) ndo muda de sinal
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E interessante notar que na dedugdo do método do trapézio aparece um termo que depende da
segunda derivada da fungédo f, que estd associada ao erro cometido na aproximagédo. Assim, qualquer
fungdo f que tiver a segunda derivada igual a zero, teremos que 0 método do trapézio fornecera o valor
exato da integral. Para se convencer disso, considere por exemplo uma fun¢do que descreve uma reta,
digamos f(z) = 2z + 1. Veja que a regido determinada por essa fungéo seréd exatamente o trapézio obtido
pelo método numérico.

~

}\\ . g
. L y=PFlx g
Y= A "y =P)
y=P(x) : /
“y= f(a
a = X I \\\\ R

Figura 4.2: Método do trapézio composto para aproximar a integral de uma fungao no intervalo [a, b], consi-
derando uma partigdo com 5 pontos {z, z1, z2, 23, x4 }. A curva verde representa a fungéo f, e os trapézios
laranja, preto, azul e vermelho sdo os obtidos a partir da aplicagdo do método do trapézio para os intervalos
[0, z1], [21, 22], [x2, x3] € [x3, 24], respectivamente.

Exercicio 4.1.1 Considere a fungéo f(x) = x* no intervalo [1,2]. Utilize o0 método do trapézio para estimar
a area da regido estabelecida pela fungao.

Exercicio 4.1.2 Considere agora uma particdo de [1, 2] com 5 pontos. Ulilize o método do trapézio composto
para estimar a area da fungdo f(x) = 2 no intervalo [1,2].

Exercicio 4.1.3 Compare os resultados obtidos nos dois exercicios anteriores com o real valor da integral
da fungéo f(x) = x* no intervalo [1,2).

Exercicio 4.1.4 Utilize o método do trapézio para calcular a integral definida no problema introduzido no
inicio do capitulo, paraa = 0 e b = 48 (Esse exercicio foi retirado de Burden and Faires (2003))

Exercicio 4.1.5 Considere uma particdo com 4 pontos e utilize o0 método do trapézio composto para calcular
a integral do mesmo problema do exercicio anterior.

4.2 Método de Simpson

O método de Simpson é muito similar ao método do trapézio que vimos na seg¢ao anterior. O que
difere um do outro é que no de Simpson consideramos o polindmio de Lagrange de ordem 2. Pois bem,
vamos ao método.
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Consideremos um conjunto de trés pontos {zg, z1, 22} de tal forma que a = xzy € b = x5. Considere
o polinémio de Lagrange de grau 2 dado por:

(x — z0)(x — x1)
(z2 — 2o) (w2 — 1)

(x — zg)(x — x2)
(z1 = wo)(21 — 22)

(x —x1)(x — x2) (

Pole) = ) (w0 — )

xo) + f(z1) + f(x2).

A partir do polindmio de Lagrange e a expansao da fungao f até grau 3, obtemos:

/abf(;v)dx _ L12<((II1)(I12) Flmo) + (z — mo)(x — 22) Fla) + (z — o) (2 — 21) f(@)) dx

o \ (o —z1) (20 — 72) (1 — xo) (21 — x2) (w2 — x0) (w2 — 1)

/b (x —xzo)(z — x1)(x — 2)
. 6

F®(€)d.

Resolvendo as integrais acima, obtemos:

b
[ e = 5 ((o0) + 47(e2) + flaz)) + OB

sendo h = z; — x;4.1 0 espagamento considerado no método em cada subintervalo.

Portanto, o método de Simpson ou também chamado de regra de Simpson é dado por

b
[ $a)de = S wo) +45(@) + fa2), 3)

sendo h o tamanho do espagamento com erro da ordem O(h*).

A Figura 4.3 ilustra graficamente o método de Simpson para aproximar a integral de uma fungéo.

R“

[
|

a = I T b= x9 R

Figura 4.3: Método de Simpson para aproximar a integral de uma fung¢éo no intervalo [a,b]. A fungéo f é
dada pela curva verde, o polindmio de Lagrange de ordem 2 é dada pela fungdo em vermelho e a regido em
cinza é a regido definida pelo método.

O método de Simpson é significantemente melhor que a do trapézio. Para ilustrar essa afirmacao,
fornecemos a Tabela 4.1 com alguns valores?.

Podemos fazer o mesmo processo feito anteriormente para o método dos trapézios compostos,
isto é, podemos considerar uma particdo P para o intervalo [a, b] e aplicar o método de Simpson em cada
subintervalo desta particao. No entanto, é importante reforgar alguns aspectos dessa abordagem.

O método de Simpson trabalha com polinbmio de Lagrange de ordem 2, sendo assim precisamos

2a tabela foi “recortada” do livro Burden and Faires (2003).
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x? sen(x) e

Valor exato | 2.667 | 1.416 | 6.389
Trapézio 4 0.909 | 8.389
Simpson 2.667 | 1.425 | 6.421

x

Tabela 4.1: Aproximagdes de integrais para algumas fungdes no intervalo [0,2] a partir dos métodos do
trapézio e Simpson (simples).

sempre de trés pontos para definir uma parabola. Logo, para aproximar a area da fungao f no intervalo
[a, b] precisamos entdo de um terceiro ponto, que no caso é o ponto médio ja que os subintervalos serdo
considerados de mesmo tamanho. Entdo tomemos a parti¢cédo {a,x1,b}, em que z; = @

O método de Simpson para trés pontos (que é a versao simples), assim como vimos acima, é dada
por

(5) @+ a5 + 70

Agora consideremos um intervalo com 4 pontos, digamos {a, z1, 22, b}, entdo iremos aplicar a for-
mula de Simpson duas vezes, uma para os pontos da partigdo {a,x1,x2} € outra para a partigio {x1, z2, b}.
O problema é que ao fazer esse processo a regiao entre x; € x5 serd somada duas vezes, fornecendo assim
um resultado nao compativel com o problema. A Figura 4.4 ilustra um problema desse tipo, considerando
uma partigdo com 5 pontos {a, z1, 2, z3,b}.

A | .
R Yy = Py(x)

Y= Pa(w) |

Y

a=xzp 1 T2 T3 b=mxy R

y = Pyz)

Figura 4.4: Método de Simpson composto para aproximar a integral de uma fungéo no intervalo [a,b]. A
funcdo f é dada pela curva verde, o polindbmio de Lagrange de ordem 2 é dada pelas fungdes em preto e
a regido em vinho é a regido definida pelo método. As regides em vinho escuro estao sendo consideradas
mais de uma vez no método.

Assim, para evitar sobreposicdo da regido, nés consideramos uma particdo com uma quantidade
impar de pontos, e seguimos com o método realizando uma espécie de deslocamento. Por exemplo, consi-
derando a parti¢do {a, 21, x2, x5, b}, vamos aplicar o método de Simpson duas vezes, ao invés de trés (assim
como apresentado na Figura 4.4. Primeiro aplicamos o método para os pontos {a, 1, z2} € outra nos pontos
{x2,x3,b}.

Dessa forma, na particdo {a, z1, x>} a formula fornece

(5) U@+ 470 + f(aa)
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e na particdo {x2, 3, b} a férmula fornece
h
3 (f(x2) +4f(x3) + f(b)).
E assim, o valor final da integral numérica é dada pela soma dessas duas expressoes, isto &,
h h
3 (f(a) +4f(x1) + f(22)) + 3 (f(z2) +4f(x3) + f(b)).
Note que o termo f(x3) aparece duas vezes nas férmulas, e assim, obtemos:

(5) U@ +27(e2) + 4700 + 47w + £0)

ou ainda, colocando o 4 em evidéncia:

(5) 7@+ 2fwn) 4 4L Gor) + )] + 0

Em outras palavras, os elementos com indices pares sdo acompanhados do termo 2 enquanto os
elementos de indices impares sdo acompanhados de 4. O 2 aparece por conta que o ponto final de uma
particdo sempre sera o inicial da outra, e portanto, aparecera duas vezes. Ja o 4 aparece por conta da
formula de Simpson. Note que ao fazer esse procedimento a regido que era dada pela Figura 4.4, agora é
dada pela regido ilustrada na Figura 4.5.

A
R y = Py(x)

Y

a=xy T T2 T3 b=umx4 R

y = Py(7)

Figura 4.5: Método de Simpson composto para aproximar a integral de uma fungéo no intervalo [a,b]. A
funcédo f é dada pela curva verde, o polinémio de Lagrange de ordem 2 é dada pelas fungbes em preto e a
regido em vinho é a regiao definida pelo método.

O teorema a seguir nos fornece a expressao geral do método de Simpson composto.

Teorema 4.2.1 Seja f uma fungdo de classe* C*, n um nimero par*, h = =% com z; = a + jh, sendo

3funcéo que possui até a quarta derivada continua
4n & o nimero de intervalos e j o nimero de pontos escolhidos. Neste caso, como n é par, entdo o nimero de pontos escolhidos
deve ser impar, ja que j possui n + 1 pontos.
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7 =0,...,n. Entdo a aproximagcdo do método de Simpson composto é dado por

b h (n/2)-1 (n/2)
/ f(x)d:c ~ § f(a) +2 Z f((EQj) +4 Z f(l’gjfl) + f(b) (44)
a j=1 j=1

e mais, a ordem do erro cometido é de O(h*)

Dem: A demonstragéo deste resultado pode ser encontrada em Burden and Faires (2003).

Em questdes de terminologia, se considerarmos o intervalo [a, b] particionado em trés pontos igual-
mente espagados, isto é, {a = zg,x1,22 = b}, onde zo — 21 = 1 — xp, €ntdo o método de Simpson
€ também conhecido como % de Simpson. Ainda mais, se considerarmos o intervalo [a, b] e aplicarmos o
método para Lagrange de terceiro grau, (de forma que sao necessarios 4 pontos para obter esse polinémio
por interpolagéo) e com espagamento h = (bf;f), entao o método de Simpson é também conhecido como %
de Simpson.

Exercicio 4.2.1 Considere a fungdo f(x) = e no intervalo [0, 2].

1. Determine o valor exato da drea determinada pela fungdo f(x) no intervalo [0, 2].
2. Utilize o método do Trapézio para estimar o valor desta area.
3. Utilize o método de Simpson para estimar o valor desta area.
4. Compare os métodos numéricos com o real valor da area.
Exercicio 4.2.2 Considere agora a fungao g(z) = e~ no intervalo [—1,1]. Utilize o método que vocé

considerou mais eficiente no exercicio anterior e utilize sua versdo composta para estimar a area da regido
determinada por g(x). Utilize quantos pontos desejar na partigao.
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Capitulo 5

Solucoes numericas para Equacoes
Diferenciais Parciais

Até este momento estudamos método numéricos para aproximar as solugdes exatas (também cha-
madas de solugdes analiticas) de equagdes diferenciais e integrais que dependem de apenas uma variavel.
Isto é, para cada valor de t (geralmente referindo-se ao tempo) discutimos métodos que produzem valores
x¢ que sejam proximos do valor exato x(t) para cada instante ¢.

Nosso préximo objetivo é discutir aproximagoes de fungdes que nao dependam s6 do tempo, mas
também do espago. Por exemplo, considere o fluxo de calor em um objeto feito de algum material condutor de
calor, de tal modo que esteja sujeito a alguma fonte externa de calor ao longo de seu comprimento e algumas
condigdes de contorno em cada extremidade. Sob algumas hip6teses, podemos descrever o processo de
transferéncia de calor desse objeto pela seguinte equacao diferencial

ug(,t) = (K(2)uq (2, 1)) + P(, 1) (5.1)

em que «(x) representa o coeficiente de condugao de calor, que varia com respeito a posi¢édo =, e ¥ (x,t) é
a fonte de calor.

Neste caso, o valor u(z,t) representa a temperatura do objeto na posicdo = e tempo ¢t. Sendo
assim, como a Equacéo Diferencial (5.1) depende de mais de uma variavel, chamamos-a de Equacao Di-
ferencial Parcial (EDP) que s@o extremamente complexas de se trabalhar, principalmente de uma forma
analitica. Com isso, recursos numéricos sao essenciais para que se faga um estudo do comportamento de
tais fenémenos.

A Equacéo (5.1) é também chamada de Equacio de Difusdo ja que modela um processo de difusao
de um modo geral, e ndo somente a equagao do calor LeVeque (1955). Para fins didaticos, vamos utilizar o
método de diferencgas finitas para estudar as equagdes de Advecgao, Difusdo e de Onda, nas suas formas
mais simplificadas. O método de diferengas finitas pode ser utilizado para resolver EDOs, mas sua maior
“importancia” € na resolugdo de EDPs.

5.1 Método das diferencas finitas

O objetivo principal deste método € aproximar solugdes para EDPs, ou seja, estimar os valores de
uma fungdo que satisfaz uma dada relagdo (determinada pelo campo) que dependem de suas derivadas
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parciais com respeito ao espago e/ou tempo, juntamente com algumas condigdes de contorno ao longo das
bordas deste dominio.

O método de diferengas finitas procede substituindo as derivadas nas equagdes diferenciais por
aproximagoes de diferengas finitas. Essa abordagem resulta em um grande sistema algébrico no lugar da
equacao diferencial, o que torna o problema mais facil de ser resolvido numericamente/computacionalmente.

Consideremos uma fungéo u(x) que vamos assumir ser de classe C*°. Para aproximar a derivada
desta fungdo em um determinado ponto, podemos calcular dois tipos de aproximacoes:

u(x + h) — u(x)

Diu(x) = Y (5.2)
ou L
D_u(z) = % (5.3)

As aproximagdes D e D_ sdo chamadas de diferenca finita a direita e a esquerda, respectiva-
mente'. Ambas aproximam as derivadas de primeira ordem e cometem um erro de aproximacéo da ordem
O(h) LeVeque (1955). Uma outra forma de aproximar a primeira derivada de uma fungdo é por meio da
diferencga finita centrada, que é obtida “dando dois passos” na discretizagdo do dominio, isto &,

u(x + h) —u(x — h)

D.u(z) = o7 . (5.4)

A diferenca finita centrada também é conhecida como a média entre as diferencgas finitas a direita
e a esquerda, uma vez que

D+U(JI) +D_U,($) B u(erh})qu(w) + u(:v)fz(a:fh)
2 B 2
u(x+h) —u(zr—h)
B 2h
= D.u(x)

Geometricamente falando, as diferencgas finitas sao interpretadas pelas inclinagdes das respectivas
retas secantes, assim como a Figura 5.1 ilustra.

R

\

Inclinacao de D_(x)

Inclinagao de D.(x)

Inclinacao de D (x)

H @emmmmm===

xr—h

Figura 5.1: Aproximagdes da derivada da fungdo u(x) por meio das inclinagdes das retas secantes para
cada tipo de diferenca finita. As retas vermelha, azul e preta representas as secantes obtidas pela diferenca
a esquerda, a direita e a centrada, respectivamente

1Essas diferengas também s&o conhecidas como diferenga progressiva e diferenca regressiva
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Também é possivel realizar estimativas para as derivadas de ordem superior, como por exemplo
a derivada de segunda ordem. Para isso, podemos considerar a expansao de Taylor até ordem 3 em duas

versoes: " h2 (o
(@ + h) = u(e) + o' (@)h + (;) +2 (g‘f) (5.5)
€ " h2 " h3
u(z — h) = u(z) — ' (z)h + (;) U (;) . (5.6)
Somando as Equacdes (5.5) e (5.6), obtemos:
2u" (z)h?

u(z —h) +u(x + h) =2u(z) + TR

e portanto, uma estimativa para a segunda derivada é dada por

u(x — h) — 2u(z) + u(x + h)
h? ’

Dou(z) = (5.7)
em que o erro cometido nessa aproximagéo é da ordem O(h?). Tal aproximagéo é conhecida como diferenca
finita centrada de segunda ordem.

Uma outra forma de obter a aproximagdo da segunda derivada é aplicando a diferenga finita a
esquerda, e em seguida a direita. Por exemplo,
1

E(D_u(x + h) — D_u(z))

_ ! (U(ar+h) —u(z)  u(x) —u(m—h))

Dyu(D_u(x))

h h h
= Dou(x)

De modo similar, podemos obter Dsu(z) fazendo D_u(Dyu(x)) ou D.u(D.u(x)). Desse modo,
podemos obter qualquer aproximacao das derivadas superiores repetindo processos analogos a estes. Ape-
nas para ilustrar o método das diferencas finitas, a préxima subsecao fornece um exemplo de aplicagéo deste
método para resolver EDOs.

5.1.1 Diferencas finitas para Problema de Valor de Contorno

Considere uma EDO dada por

(5.8)

Um problema descrito dessa forma é chamado de Problema de Valor de Contorno (PVC) Boyce
and DiPrima (2009).

Considere agora P uma parti¢do do intervalo (0,1), por exemplo, P = {xg,z1,...,%m+1}. Para
simplificar a notag&o, vamos denotar U; a aproximagé&o obtida pelo método das diferengas finitas, que apro-
xima o valor exato u(x;). Nesse contexto, estamos considerando que cada x; é dado por z; = jh, sendo

_ 1
h = m+1-

As condicdes x(0) = a e (1) = b, chamadas de condi¢cdes de fronteira, estabelecem os valores
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de Uy e U,,+1, respectivamente, isto €, Uy = a e U,,1 = b, faltando determinar Uy, ..., U,,.

Considerando a aproximagao por diferenca finita centrada de ordem 2 na equacéao (5.8), obtemos:

1
E(UJ;l —2U; +Uj4q) = f(a:j), (5.9)
ondeU;_1 =u(x —h),Ujp1 =u(r+h)eU; =u(z),paraj=1,...,m.

Assim, para entendermos um pouco melhor essa expressao, consideremos j = 1, a fim de deter-
minar U, . Isto é, tomando ;7 = 1, temos que

%(U0 C U, 4 T) = f(z).

No entanto, o termo U; também aparecera na formula (5.9) quando fizermos j = 2, pois:

L

2 (Ul — 209 + U3) = f(.rg)

Em outras palavras, o termo U; aparecera em duas equagdes. O mesmo vale para o termo U,,,
que aparecera na Ultima e penultima equagao associada ao indice j, ou seja,

1 .
?(Um—Z - 2Um—1 + Um) = f(xrn—l) (] =m — 1)

h
© 1
ﬁ(Umfl —2Um + Unmy1) = f(@m) (j =m).
Ja os termos intermediarios aparecem em trés equacgoes, por exemplo, o termo U, aparece em:
1 .
7200 =201 +U2) = f(z1) (7 =1),
1 .
72U =202+ Us) = f22)  (1=2)
© 1
72Uz = 2Us +Uy) = f(z3) (7 =3).

Desse modo, para obter todos os U; devemos resolver um sistema linear AU = F', sendo

-2 1 Uy f(z1) — 7%
1 -2 1 Us fx2)
1 r =2 1 Us f(x3)
A = ﬁ 5 U == e F =
1 -2 1 Upn—1 fl@m=1)
1 -2 1 Un f(xm) — 32
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