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Introducao

Este texto traz um breve resumo do conteldo de Equacodes Diferenciais, estudado pela turma 22
da llum Escola de Ciéncia. Esses topicos abordam problemas e conceitos na area de Equagées Diferenciais
Ordinérias e Parciais.

A ideia deste material é propor um estudo destes conceitos baseando-se em problemas de mo-
delagem, cujos tépicos dessa area sao baseados no interesse da turma e do professor. Inicialmente esse
material servird como guia e também como um resumo do conteldo ja visto pelos alunos. Os exemplos e
exercicios propostos aqui sdo em sua maioria 0s mesmos discutidos em sala de aula.

O texto ficara disponivel na plataforma Moodle, na aba Material da disciplina Equacdes Diferenci-
ais. Este material sera atualizado a medida que o curso for avangando.

Bibliografia: Boyce and DiPrima (2009); Zill and Cullen (2000); Bassanezi and Ferreira (1988).


https://moodle-ilum.cnpem.br/

Capitulo 1

Intoducao as Equacoes Diferenciais

1.1 Motivacao

Muitos dos principios regras ou leis que sao baseados em fendmenos da natureza sao definidas por
meio de declaragbes ou afirmagdes envolvendo taxas e relagdes. Em termos matematicos, as relagdes sao
equacdes e as taxas sdo derivadas. Equagdes contendo derivadas sdo chamadas de equagdes diferenciais.
Portanto, para entender e investigar problemas envolvendo o movimento de fluidos, o fluxo de corrente em
circuitos elétricos, ou 0 aumento ou diminuigao das populagdes, entre muitos outros, é necessario saber algo
sobre equacgdes diferenciais.

Por exemplo, a segunda lei de Newton, que afirma que a forga resultante sobre um objeto é deter-
minada pela sua massa vezes a aceleragao, é expressa pela equagao

F =ma (1.1)

em que m é a massa do objeto, a é sua aceleracdo e F' é a forga resultante exercida sobre o objeto.

Sabemos que a aceleragéo é definida como a velocidade instantanea, isto €, a = % entao pode-
mos reescrever a Equagéo (1.1) por
dv
F =m— 1.2
me (1.2)
Por outro lado, considere as forgas que atuam sobre o objeto quando ele estd em queda. A gra-
vidade exerce uma forga igual ao peso do objeto, isto é, a forga é dada por mg, sendo g a aceleragao da
gravidade. Ha também uma outra forga devido a resisténcia do ar. Vamos considerar que essa forga é

proporcional a velocidade. Assim, a forga da resisténcia é dada por yv, em que € uma constante.

Ao escrever uma expressao para a forga resultante F, obtemos que

F=mg—~yv (1.3)
e portanto, da Equagao (1.2) chegamos que
d
md—: =mg — v, (1.4)
ou ainda, p
v i
2 - L 1.5
=9y (1.5)



Neste problema temos trés constantes (também chamadas de parametros) m, g € v e uma variavel
v. Aqui estamos simplificando a notagdo de v, que na verdade deveria estar escrita como v(t), j& que esta
representando uma fungao que depende do tempo.

A Equacgao (1.5) relaciona uma fungdao v com sua derivada. Essa equagao é um exemplo de
Equacéao Diferencial. Como a fungéao v depende de uma Unica variavel (tempo t), entdo a equagao (1.5) é
chamada de Equacéo Diferencial Ordinaria (EDO).

Caso a equagao relacione uma fung@o de duas ou mais varidveis entdo a equagao diferencial é
chamada de Equacgao Diferencial Parcial (EDP). Um exemplo de uma EDP é a equagéao do calor que é dada

por
02 0?u(x,t) _ Ou(x,t)
Ox2 ot ’
sendo o o coeficiente de difusdo térmica do material.

(1.6)

Para resolver uma equagao diferencial, como a dada em (1.5), precisamos encontrar uma fungao
v = v(t) que satisfaga a equagdo. Para isso existem diversas técnicas das quais veremos apenas as mais
utilizadas. Veremos também algumas técnicas para aproximar as solugdes analiticas por meio de solugoes
numéricas que aproximam as solugdes desejadas.

Primeiro focaremos nas EDOs, e ao final, nos dedicaremos ao estudo de algumas EDPs. Em
questao de notagao, € comum encontrar na literatura as seguintes simbologias para representar uma EDO:

d

Y f(tw) ou W = f(tv). (1.7)
dt

Em qualquer um dos casos, a fungdo f(¢,v) é chamada de campo ou fungdo taxa. No nosso exemplo

fornecido em (1.5), a fungéo f é dada por f(t,v) = g — L.

1.2 Campo de Direcoes

Vamos retornar ao exemplo mencionado na segao anterior, isto €, considere o exemplo de um
objeto em queda cuja equacgao diferencial é dada por %’ = g — Lwv. Para facilitar nossa analise, considere
que g =9, 8%, m=10kgey = 2";9. Ou seja, a equacao diferencial (1.5) fica:

v
— =9,8——. 1.8
7 =08 % (1.8)
Imagine agora que ainda ndo saibamos resolver esse tipo de problema, mas queremos ter uma
ideia de como as solugdes se comportam. Para isso, podemos fazer uma andlise geométrica da EDO em
questao.

Suponha que a velocidade v tenha um certo valor dado. Assim, avaliando o lado direito da Equacgéo
(1.8), podemos encontrar o valor correspondente da taxa %’. Por exemplo, se v = 40, entéo % =1,8. Isso
significa que a inclinagdo de uma solugdo v(t) tem o valor 1,8 em qualquer ponto onde v = 40. Podemos
representar graficamente essa ideia no plano tempo x velocidade desenhando segmentos de linha curtos
com inclinagado 1, 8 em varios pontos na linha v = 40 (veja a Figura 1.1).

Da mesma forma, se v = 50, entao % = —0, 2. Veja na Figura 1.1 que em todos os pontos nos
quais v = 50 estdo desenhados pequenos segmentos de linha com inclinagdo —0,2. A Figura 1.1 é um
exemplo do que chamamos de campo de direcées.

Um dos fatos importantes sobre o campo de diregdes, ilustrado na Figura 1.1, € que cada segmento
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Figura 1.1: Campo de dire¢des da equagéo diferencial (1.8)

de linha é a tangente de uma das curvas de solugdes do problema original (lembre-se que uma solugao da
Equagéo (1.8) € uma fungéo v = v(t) cujo gréafico € uma curva no plano tempo x velocidade).

Assim, embora nao tenhamos encontrado nenhuma solugao, podemos tirar algumas conclusées
qualitativas sobre o comportamento das solugdes. Por exemplo, se v for menor que um certo valor critico,
entdo toda a linha de segmentos tém inclinagdes positivas, e a velocidade do objeto em queda aumenta a
medida que cai. Por outro lado, se v for maior que o valor critico, entdo os segmentos de linha tém inclinagbes
negativas, e a velocidade do objeto em queda diminui a medida que cai.

Agora, qual é esse valor critico de v que separa os objetos cuja velocidade estd aumentando da-
queles cuja velocidade estad diminuindo? Voltando a Equagéo (1.8), perguntamos qual valor de v far4 com
que % seja zero, isto &, .

0=9,8——_.

Assim, obtemos que este ponto critico € v = (5)(9,8) = 497%.

Esse tipo de solugéo é chamada de solugdo de equilibrio. Neste exemplo especifico, a solugao de
equilibrio corresponde a um equilibrio entre gravidade e arrasto. Perceba que a fungao constante v(t) = 49
€ uma solugdo da Equagéo (1.8). Para verificar essa afirmacéo, substitua v(¢) = 49 na Equagéo (1.8) e
observe que tanto o lado esquerdo quanto o lado direito de (1.8) resultard no mesmo valor.

Um outro fato importante que o campo de diregdes esta nos mostrando é que todas as outras
solugbes parecem estar convergindo para o solugao de equilibrio & medida que ¢ aumenta (veja a Figura
1.2).

Em resumo, os campos de diregdes sao ferramentas que auxiliam o estudo das solugdes de uma
EDO na forma

dx

% = f(tv LB),
que pode ser construido avaliando f em cada ponto de uma grade retangular. Em cada ponto da grade,
um segmento é desenhado cuja inclinagao é o valor de f naquele ponto. Assim, cada segmento de linha

representa a tangente ao grafico da solugao que passa por esse ponto.

Um campo de diregao desenhado em uma grade bastante fina da uma boa nogao sobre o compor-
tamento geral das solugdes de uma equacéo diferencial. A constru¢do de um campo de direcéo é frequen-
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Figura 1.2: Solugées da equacgao diferencial (1.8)

temente um primeiro passo Util na investigacdo de uma equagao diferencial.
Observacao 1.2.1

1. Na construcdo de um campo de diregdo, ndo temos que resolver a EDO propriamente dita, e sim, ava-
liar a fungao f(t,x) muitas vezes. Com isso, os campos de diregbes podem ser facilmente construidos
mesmo para equagoées que podem ser bastante dificeis de se resolver;

2. O céleulo da fungdo f(t,x) é uma tarefa que sé faz sentido computacionalmente. O campo ilustrado
na Figura 1.1 foi obtido através do Octave, mas pode ser calculado em outros softwares, como o
Mathematica por exemplo (Figura 1.3 - veja 0 manual que se encontra na aba Material de Apoio).
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Figura 1.3: Campo de dire¢des da equagao diferencial (1.8)



Exercicio 1.2.1 Considere uma populagdo de ratos de um campo rural. Na auséncia de predadores assumi-
mos que a populacdo de ratos aumenta a uma taxa proporcional & populagéo atual' Se denotarmos o tempo
port e a populagao de ratos por r(t), determine:

1. A Equacéo Diferencial que descreve o crescimento desta populagdo;

2. Utilize um software de sua escolha para descrever o campo de diregbes que representa a EDO do item
anterior;

3. Escolha uma constante de crescimento fixa para o crescimento dos ratos. Suponha agora que estamos
medindo o tempo em meses e que vdrias corujas vivem na mesma regido. Se as corujas matam 15
ratos do campo por dia, como ficaria a EDO que modela o crescimento dos ratos mensalmente?

4. Determine o campo de diregcoes que representa a EDO neste segundo caso;

5. Fornega uma interpretacdo dos campos de dire¢ées associados aos dois cenarios.

1.3 Modelos Matematicos via Equacoes Diferenciais

As duas EDOs apresentadas na se¢éo anterior possuem algumas limitagdées. Por exemplo, a equa-

‘;—7; = g — -Lv é vélida apenas quando o objeto estiver caindo livremente. J& o Exercicio 1.2.1

considera, eventualmente, o caso em que a populacéo de ratos seja negativa (nesse caso, qual seria o valor

¢ao diferencial

limitante para que isso ocorresse?) ou ainda nimeros muito grandes para a populagdo r(t). Isso torna os
modelos acima nao viaveis, ja que nao sao realistas.

Tendo isso em mente, é necessario tomar alguns cuidados para que uma equagao diferencial f% =
f(t, z) seja o mais fiel possivel a realidade. Tais modelos matematicos podem ser (Uteis, por exemplo, quando
decisdes politicas devem ser tomadas. Imagine que se deseja prever a porcentagem de uma populagdo que
deve ser vacinada, de modo que a doenga seja eliminada ou levada a um nivel adequado de controle.
Nesse caso, € essencial determinar e estudar o que acontece com a dindmica da populagéo, bem como
as condigdes especificas em que ela se encontra e decidir quais sdo os parametros mais sensiveis para
aumentar/diminuir a propagacgao da doenga Segel and Edelstein-Keshet (2014).

Um modelo matematico pode ser entendido como uma caricatura de um sistema real, em que a
esséncia é capturada e os detalhes sdo deixados de lado. O foco no essencial € uma caracteristica central
de um bom modelo. O tipo mais simples de modelo matematico é o descritivo. Por exemplo, observagdes
experimentais podem ser ajustadas por uma linha reta ou pela soma de algumas fung¢des exponenciais.
Esses modelos descritivos resumem de forma concisa as informagdes experimentais e geralmente fornecem
um direcionamento para o seu alvo de pesquisa.

Alguns modelos que descrevem esses sistemas sao compostos por um conjunto de equagbes
diferenciais. Por meio de uma andlise dessas equagdes pode-se realizar uma previsao da dinamica do
fendmeno. Isso pode ser feito por exemplo através de simulagbes computacionais, que sera o foco aqui.
Com isso, as simulagbes computacionais podem: 1) auxiliar na investigagao inicial do comportamento do
modelo, antes de se aprofundar nos detalhes do fenémeno; 2) fazer previsdes (quantitativas ou qualitativas);
3) explorar versdes mais avangadas do modelo, de tal forma que uma abordagem analitica nao seria razoavel.

Em resumo, um modelo matematico ndo é uma verdade absoluta, mas nos auxilia em entender
como um determinado fenbmeno se comporta.

"Esta suposigdo ndo é unanime entre pesquisadores, mas é uma hipétese inicial comum em um estudo de crescimento populacional.



It could be argued that every model is a lie, because detail is neglected or major features distorted to bring
out the most essential aspects. However, just because a model is wrong, is not sufficient reason to reject it
and just because a model is more or less right, is not sufficient reason to accept it. A “wrong” model may
leave out inessential matters and therefore focus attention on what is important. A “right” model may be so
laden with detail that the principal features are completely obscured. As Picasso said of art, a good model is
“a lie that helps us see the truth.”

Segel and Edelstein-Keshet (2014)

Para construir um modelo matematico é necessario reconhecer que cada problema é diferente, e
que modelar ndo é uma técnica que pode ser simplificada em uma lista de tarefas. Na realidade, construir um
modelo satisfatorio € uma das etapas mais dificeis da pesquisa. No entanto, para auxiliar nessa habilidade,
algumas observagdes devem ser consideradas no processo Boyce and DiPrima (2009): 1) Identifique as
variaveis independentes e dependentes, representando-as por letras. Por exemplo, na EDO (1.8) o tempo
t é a variavel independente e a velocidade v é a variavel dependente; 2) Escolha as unidades de medida
para cada variavel. Por exemplo, em (1.8) o tempo t estava sendo considerado em segundos, enquanto que
no Exercicio 1.2.1 o tempo estava em meses; 3) Considere o principio basico do problema e expresse-o
utilizando as variaveis definidas no inicio. Por exemplo, em (1.8) foi considerada a lei da queda de corpos; 4)
Verifique se as unidades de medida consideradas sao compativeis.

Exercicio 1.3.1 Determine uma equacgao diferencial que descreva cada um dos problemas abaixo:

1. Um material radioativo que se desintegra a uma taxa proporcional a quantidade atual;

2. Uma populagao que ndo possui restricbes de alimento e nem espaco, e portanto, cresce proporcional
a ela mesma;

3. Uma populacdo que cresce proporcional a ela mesma, mas que devido a limitacdo de recursos, ha
competicao entre seus individuos;

4. A temperatura de um objeto que muda a uma taxa proporcional a diferenga entre a temperatura do
proprio objeto e a temperatura em volta dele (lei de resfriamento de Newton);

5. Um grande objeto que cai rapidamente, cuja forga de arrasto é proporcional ao quadrado de sua velo-
cidade;

6. Uma populagéo que cresce proporcional a ela mesma, mas quando ha um encontro com seu predador,
perde uma fragdo de sua populagdo;

7. Uma populagéo que tende a extincdo quando ndo ha alimentos, mas que cresce quando ha um encon-

tro com sua presa.

Exercicio 1.3.2 Faca um esbogo do campo de direcées em cada um dos casos do Exercicio 1.3.1 e inter-
prete qualitativamente a solug&o de cada EDO.

Exercicio 1.3.3 A partir da EDO que foi proposta no Exercicio 1.3.1 e o campo de diregcdes obtido em
Exercicio 1.3.2, como seria a expressao da solugdo de cada EDQO?



1.4 Solucoes de Algumas Equacoes Diferenciais

Encerramos a Ultima segao com alguns exercicios que tém como objetivo caracterizar um fendmeno
por meio de Equagdes Diferenciais, ou seja, algumas informagdes sobre um fendmeno foram fornecidas e
como tarefa deveriamos determinar uma fungdo f (¢, z) tal que % = f(t,z). Por exemplo, imagine que lhe foi
atribuida a tarefa de modelar o seguinte: o langamento de um objeto cuja aceleragédo é constante. Sabemos
que a aceleragao instantanea é definida pela segunda derivada da posi¢cao (ou também, como a primeira
derivada da velocidade), assim:
A’z
Tz c, (1.9)

emque c € uma constante.

Integrando (em relagéo a t) em ambos os lados da Equacgéao (1.9), obtemos:

d2x
= ¢
dt = ct+d, (1.10)

em que d é uma constante (obtida através da integragao indefinida).

Nesse caso, obtemos f(t, 2) = ¢t + d. J& a solugdo do problema (1.10) pode ser obtida integrando
novamente em relagao a variavel t em ambos os lados da equagao, isto &,

d
- ct+d
/*dt = /Ct-i-ddt
2
z(t) = c§+dt+a,

em que a é uma constante (obtida através da integracao indefinida).

No exemplo acima a fungéo f(¢, ) ndo depende de x. Vejamos agora um caso em que f depende
de x. No Exercicio 1.3.1, item 2., foi considerada uma dindmica populacional cujo crescimento é proporcional
a ela mesma. Sendo assim, a EDO que descreve esse problema é dada por:

— =z, (1.11)

em que A\ é uma constante maior que zero e é chamada de taxa de crescimento populacional. Perceba que
neste caso f(t,x) = Az.

Tente novamente lembrar que a pergunta que esta sendo feita € “Como deve ser uma fungéo « de tal
forma que sua taxa 7 sejaigual a \z?”. Para responder essa pergunta, ndo podemos simplesmente integrar
em ambos os lados da equagao, assim como fizemos em (1.9). Note que se tivéssemos considerado essa
abordagem, cairiamos em uma integral [ z(¢) dt, e como ndo sabemos qual fungdo é z, ndo saberiamos
qual técnica aplicar para resolver esta mtegral.

Alternativamente, podemos pensar em uma fungdo que ao ser derivada resulta nela mesma (ou
uma constante multiplicada por ela mesma). A fungao que tem essa caracteristica € a fungdo exponencial,



isto &, z(t) = e*. Perceba que de fato essa é uma solugéo do problema (1.11), ja que

e d

dt  dt
= AeM)
= Az

Vejamos um outro exemplo. Um problema bastante estudado na area da Fisica é o de Osciladores
Harménicos. Um oscilador harménico simples consiste em um sistema que contém um objeto de massa m,
sobre o qual atua uma forga F', que o empurra em dire¢do do seu ponto inicial. Pela segunda lei de Newton,
temos que

d2
F=ma= m%g
Por outro lado, pela lei de Hooke temos que F' = —kx, em que k& € uma constante positiva. Assim, combi-
nando as duas expressoes, chegamos que:
d?x

mW = —kf,f,
ou ainda, ,

d°x

_k
sendo K = -.

Uma solug&o para o problema (1.12) pode ser dada por z(t) = sen(v/Kt), ja que

Z—j = VKcos(VKt) =
d*x

o —VEKVKsen(VKt)
d*z
2 - K

a2 !

Por outro lado, a fungéo z(t) = cos(v/Kt) também é uma solugdo para o problema (1.12), pois

da —VKsen(VKt) =

dt

d*x

i —VEKVKcos(VKt)
d*x

T _ _Ku.

a2 v

Existe um resultado na Matematica que diz: “se x; e x5 sdo solugdes de uma EDO, entdo a combi-
nagao linear entre elas ax, + bxo também é uma solugdo para a EDO”. Com isso, concluimos que a solugao
geral para o problema (1.12) é dada por z(t) = acos(vV Kt) + bsen(V Kt).

E importante ressaltar que nessa segéo deduzimos a solugdo de uma EDO de uma forma analitica
apenas no problema (1.9). Nesse problema foi possivel obter a solu¢ao direta aplicando integrais em ambos
os lados. No entanto, nos problemas (1.11) e (1.12) ndo é possivel realizar esse processo. Nesses dois
outros casos informamos quais sdo as solugdes e verificamos que de fato elas satisfazem a igualdade.
Podemos tentar obter tais solugdes aplicando algumas técnicas, mas aqui vamos concentrar em duas delas:
equacdes separaveis e coeficientes constantes. Entraremos em detalhes sobre esses métodos nas segdes
a sequir.



Observacao 1.4.1

1. As EDOs que aparecem em (1.9) e (1.11) sdo chamadas Equagdes Diferenciais de Primeira Ordem,
pois envolvem apenas as derivadas de primeira ordem. Além disso, elas sGo chamadas de lineares
pois sdo da forma: p(t)x’ + q(t)x = r(t).

2. A EDO que aparece em (1.12) é chamada de Equacao Diferencial de Segunda Ordem, pois envolve
derivada de até segunda ordem.
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Capitulo 2

Métodos analiticos para resolver EDOs

2.1

Equacoes Separaveis

Na secdo anterior vimos como resolver uma equagao diferencial ‘fi—f = f(t,z) quando a fungéo

f(t,x) ndo depende de x. Nesse caso, basta integrar em ambos os lados da equagéo diferencial para obter

a solugdo do problema. Vamos estudar agora uma técnica para obter a solugdao de uma EDO no caso em
que f(t,x) depende da fungéo x().

Anteriormente vimos que z(t) = e é uma solugédo para a EDO dada por % = A\z. Vamos agora

utilizar o método das equagbes separaveis para obter esta solugdo. Tal método afirma que se uma equagao

diferencial pode ser escrita na forma

dxr

T 0, (2.1)

p(t) +n(x)

entdo a solugao pode ser obtida seguindo os seguintes passos:

Passo 1:

Passo 2:

Passo 3:

Passo 4:

De um lado da equagéo diferencial deixe apenas as fungdes que dependam de z e do outro apenas o

que depende de t. Isto &,
dx
(@) = —p(t). (2.2)

i
Isole o incremento dt, deixando-o com a fungéo w(t). Isto é,

n(x)dr = —p(t)dt. (2.3)

Integre em ambos os lados da equacgéo. Isto €&,

Resolva as integrais impréprias determinando suas primitivas
N(z)=-M@)+c = N(@)+M{) =c, (2.5)
emque N' =ne M’ = u. Assim, a expressdo N(x) + M (t) = c¢ é a solugdo da EDO dada em (2.1).

Vamos entao resolver a EDO % = Az via equagbes separaveis para ilustrar o método. Primeiro

11



veja que é possivel utilizar essa técnica ja que neste caso

dx 1dx

ou seja, n(z) = 1 e p(t) = -\

Assim, separando as variaveis, temos que:

1dx

2

x dt

1

—dx = Mdt
T

1
/—dm = /)\dt
x

In(z) = M+c

Aplicando a fungao exponencial em ambos os lados, temos que

eln(z) — e)\t—i-c
x = eMef

At
z(t) = eo,

em que cg = e € uma constante.

Na secéo anterior vimos que z(t) = e é uma solugéo para EDO Malthusiana ‘fi—f = Az. A partir
desse método vimos que qualquer constante multiplicada por e** também é uma solugéo da equagao de
Malthus.

Existe um resultado da matematica que diz que se = € uma solugao para uma EDO, entao a multi-
plicacéo por escalar também é solugéo desta EDO.

Observacao 2.1.1

1. O método das equagdes separaveis é utilizado com certa frequéncia. No entanto, nem sempre é
possivel aplicar este método, ja que nem sempre é possivel fazer a separagdo das variaveis.

2. O método apresentado possui alguns abusos de formalismo matematico. O raciocinio matematico
envolvido nessa técnica parte do pressuposto que a EDO pode ser escrita na forma

dx
pu(t) +n(x)— =0, (2.6)
dt
sendo u(t) uma fungdo que dependa sé de t e n(x) uma fungdo que dependa sé de x. A partir disso,
consideramos M e N como sendo as primitivas de p e n, respectivamente. Isto é, % = pu(t) e
dN

& = n(x). Logo, a Equagéo (2.6) fica:

dM(t) ~dN(z)dr

dt de dt (2.7)

Note que a segunda parcela da soma pode ser obtida derivando a fungdo N (x) em relagdo at pela

regra da cadeia, ou seja,
AN _ dN(z) dz
dt — dx dt’
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Com isso, a Equacéo (2.7) fica:

dM(t)  dN(z) _ d(M + N)
dt dt dt

=0. (2.8)
Implicando que M (t) + N(z) = c.
Exercicio 2.1.1 Aplique o método das equagbes separaveis para resolver a equagao diferencial

d

d—f =rax(l—2x). (2.9)
A Equacao (2.9) é chamada de equagéo logistica ou modelo de Verhulst simplificado e pode ser

utilizado para modelar crescimento populacional, assim como o modelo de Euler. Dica: a fragao ﬁ pode

ser escrita como -1~ — 1.

Exercicio 2.1.2 Escreva o campo de diregbées da EDO (2.9). Descreva o comportamento da populagdo para
os casos: a) x(0) = 0,25; b) x(0) = 1;¢) z(0) = 1, 5.

Exercicio 2.1.3 Considere agora a solugdo obtida no Exercicio 2.1.1. Determine as constantes de inte-
gragdo considerando: a) x(0) = 0,25; b) x(0) = 1; ¢) x(0) = 1,5. Este tipo de problema é chamado de
Problema de Valor Inicial (PVI).

2.2 Problemas de Valores Iniciais (PVIs)

Pelo método das equagdes separaveis conseguimos resolver a equagao de Malthus e concluir que
a solugdo da equagao diferencial é dada por z(t) = coet, sendo ¢y e A constantes com A > 0. Isso significa
que para cada valor que ¢y assumir, teremos uma solugao diferente para o problema (veja a Figura 2.1). Em
outras palavras, a constante ¢ vai interferir no que chamamos de condigao inicial.

0F .~ A |
oS S S S SSSS s SS]
N A A A A A A A A S A

Bt P o
'_”_.-/././-./’_/.f./"',.-f

- e #
P A S A B S T A |
-~

A A

3
!
!
!
!
!
!

Figura 2.1: Campo de dire¢des da equagao diferencial de Malthus

Um Problema de Valor Inicial (PVI) é definido como sendo um sistema formado por uma equagao
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diferencial e uma condi¢ao inicial, isto é,

1’(0) =z0€R

(2.10)

O valor z(0) no sistema (2.10) indica a posigao inicial da solugdo. Por exemplo, na Figura 1.2
ilustramos a solugcéo de uma EDO a partir de trés condigdes iniciais distintas: a) condi¢éo inicial igual a 44
(curva em roxo); b) condigao inicial igual a 50 ( ); ¢) condicéo inicial igual a 54 (curva em
vermelho). Cada uma com um comportamento diferente.

Existe um resultado na matematica que diz que, sob certas hip6teses razoaveis, todo PVI admite
solugéo unica. Esse resultado € conhecido como o Teorema de Existéncia e Unicidade para EDOs' Com
isso, escolhendo a condico inicial 2(0) obtemos uma Unica resposta para a EDO.

Agora, como determinar a constante ¢y a partir da condigao inicial? Suponha que queiramos obter
a solugao do seguinte PVI:

dz _ \g
dt . (2.11)
z(0)=2€R

Assim, pelo método das equagdes separaveis temos que a solugéo é dada por z(t) = coe. A partir da
condigdo inicial (0) = 2, segue que

z(t) = coe
= z(0) = c¢oe
= 2 = ¢ el
= 2 = ¢

Logo, a constante ¢y é dada por ¢p = 2, e assim, a solugao Unica do PVI (2.11) é dada por
x(t) = 2eM.

Um segundo exemplo seria a partir da equagao de Verhulst (veja Equagao (2.9)), cuja solugao geral

é dada por x(t) = %;t Supondo que a EDO tenha como condigéo inicial (0) = 2, entdo a constante ¢

da solugao do PVI

dz
& =rz(l—-=x
dt ( ) (2.12)
z(0)=2€R
€ calculada por
Cert
) =
z(t) 1+ cer
0
ce
= 0) =
z(0) 14 ceb
c
= 2 =
1+e¢
= 2(14¢) = ¢
= 242c = ¢
= c = =2.

10 teorema de existéncia e unicidade para EDOs foi estabelecido por Charles Emile Picard, Ernst Leonard Lindelsf (Teorema de
Picard-Lindeldf), Rudolf Lipschitz e Augustin Louis Cauchy (Teorema de Cauchy-Lipschitz), cuja demonstragdo pode ser obtida transfor-
mando a equacéo diferencial em um problema de equacéo integral e aplicando o teorema de ponto fixo de Banach.
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Portanto, a solugao do PVI (2.12) é z(t) = —2¢-

1—2ert "
Por fim, vamos apresentar um ultimo exemplo. Retomando ao problema do langamento de um
objeto cuja aceleragao é constante (veja Equagao (1.9)), verificamos por meio de integragéo direta que a
solugdo é da forma z(t) = c% + dt + a, sendo d e a constantes de integracdo e ¢ dado no problema
(% = c). Perceba que agora apenas uma condicao inicial ndo é sufiente para determinar a solugéo Unica
deste problema. Isto é, suponha que tenhamos a condigéo inicial 2:(0) = 2. Assim,

2

t
x(t) = ¢y +dt+a
02
= z(0) = 05 +d0+a
= 2 = a.

Logo, obtemos como solugéo z(t) = c% + dt + 2, sendo d um valor qualquer. Isso acontece porque agora
temos uma equacgao diferencial que envolve a segunda derivada, e ndo mais a primeira derivada. Sendo
assim, é preciso estabelecer uma condigéo inicial ndo somente para a posi¢ao inicial z(0), mas também a
velocidade inicial 2/(0). Em outras palavras, para uma EDO de segunda ordem como essa, o PVI é dado

por:
d’z
Gr =
2(0)=2€R (2.13)
2(0)=1€R

Portanto, para obter a constante d fazemos:

2

xz(t) = c% +dt +2
= 2(t) = ct+d
= 2(0) = c0+d
= 1 = d

Portanto, a solugéo Unica do PVI (2.13) é dada por z(t) = c% +t + 2, sendo ¢ um valor constante
determinado pelo enunciado do problema.

De um modo geral, para determinar a solugao Unica de uma equacgao diferencial ordinaria de ordem
n é preciso saber as condigdes iniciais de z(0) e das n — 1 derivadas de z. Isto é, o PVI deve ser da forma:
% = f(t,z,...,a" 1)
z(0) e R
#(0) € R (2.14)

=D (0) e R
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2.3 Método dos Coeficientes Constantes para Equacoes Homogéneas
de Segunda Ordem

Nesta se¢ao estudaremos um método para resolver equagdes diferenciais de segunda ordem. Uma
EDO de segunda ordem é uma equagao diferencial que possui a seguinte forma:
d’z dx

emque P, @, R e S sédo fungbes. Caso essas fungdes dependam sé do tempo, isto &,

d%x dx
WP@ + EQ@) +xR(t) = S(t), (2.15)

a EDO é chamada de linear. Caso contrario a EDO é chamada de ndo linear.

Se S(t) = 0, para todo ¢t € R, entdo a EDO é chamada de homogénea. Caso contrério, a EDO é
chamada de ndo homogénea. Vamos no concentrar em primeiro resolver EDOs homogéneas, para depois
analisar o caso da ndo homogénea.

Considere a EDO homogénea dada por:

d’z dx

—P — =0. 2.1
—7P(t) + ZQ() +2R(t) = 0 (2.16)
O método dos coeficientes constantes foi desenvolvido para resolver a Equagao (2.16) no caso

em que as fungdes P(t),Q(t) e R(t) séo constantes. Aqui denotaremos tais fungdes simplesmente por
P(t) =p,Q(t) = ge R(t) =r.

A primeira etapa para resolver este problema é associar a EDO (2.16) a uma equagéo polinomial
de segunda ordem, isto €, a segunda e primeira derivada serao associadas ao polinémio quadratico e linear,
respectivamente. Enquanto que o o termo z de (2.16) sera associado ao termo linear do polindmio. Em
outras palavras, temos a seguinte associagao:

A’z dx 9
Weraq%-xr:O — ANp+Ag+r=0.

A equacdo M\?p + \g + r = 0 é chamada de equagdo caracteristica. Assim, para resolver este

problema devemos encontrar as raizes deste polindmio, podendo cair em trés casos:

1) Duas raizes reais distintas \; e \,: Neste caso, a solugdo da EDO (2.16) é dada por?:

At Aot

z(t) = c1e™* 4+ coe

Por exemplo, a EDO dada por z” + 5z’ +6x = 0, cuja equagéo caracteristica &€ A% -5\ +6 = 0, possuli
duas raizes \; = —2 e Ay = —3. Portanto, sua solugdo geral é dada por z(t) = cre” % 4 cpe 3t

2E importante observar que cada termo e*1t e e*2t por si s6 ja sdo solugdes da EDO. No entanto, o principio da superposigéo
garante que qualquer combinagéo linear de duas solugdes linearmente independentes formam uma solugéo geral para a EDO. Assim
c1eMt 4 cge?2t é uma solugdo geral, pois pelo Wronskiano as funcdes e*1t e e*2t s3o linearmente independentes.
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2) Uma raiz real \: Neste caso, a solugéo da EDO (2.16) é dada por®:
z(t) = e + cote

Por exemplo, a EDO dada por 2" + 2z’ + = = 0, cuja equacéo caracteristica é A% + 2\ + 1 = 0, possui
raiz \; = —1. Portanto, sua solugéo geral é dada por z(t) = cie~* + cote™.

3) Duas raizes complexas conjugadas \; = a + bi e A\, = a — bi: Neste caso, a solugao da EDO (2.16)
é dada por*:
z(t) = e™ (crcos(bt) + casen(bt)) .

Por exemplo, a EDO dada por 162" — 8z’ +1452 = 0, cuja equacéo caracteristica é 16 A2 —8\+145 = 0,
possui duas raizes \; = % + 3i e Ay = 1 — 3i. Portanto, sua solugdo geral é dada por z(t) =
it (crcos(3t) + casen(3t)).

E interessante observar que essa técnica podem ser estendida para EDOs de ordem superior. A
partir dessas expressoes, podemos também analisar qualitativamente as solugées em cada caso.

Quando aplicamos o método dos coeficientes constantes e obtemos duas raizes reais, entdo a
solucdo converge para 0 se ambas as raizes forem negativas, ja que e — 0 quando t — oo, sendo A < 0.
Por outro lado, caso uma das raizes seja positiva, entao a solucéo diverge, isto é, e’ — oo quando t — oo,
sendo A > 0. De modo similar, no caso em que apenas uma raiz é encontrada, a solugao converge para 0
somente quando A\ < 0.

Por fim, no caso das raizes complexas, como as fungdes seno e cosseno sao periodicas, temos
que se a parte real da raiz for positiva, entdo a solugao diverge de modo oscilatério, enquanto que se a raiz
for negativa, entdo a solugdo converge para 0 de modo oscilatério. Quando a raiz for um ndmero imaginario
puro, entdo a solugdo sera da forma periédica, isto €, tera um comportamento de oscilagdo com periodo
constante.

Observacao 2.3.1 Na drea da Matematica existe um resultado chamado de principio da superposicdo. Este
principio afirma que se duas fungdes x1 e x5 sS40 solugbes de uma EDO, entdo a combinagao linear entre
elas ax, + bxo também é uma solugdo. Por outro lado, para encontrar uma solugdo geral de uma EDO, pre-
cisamos determinar fungdes x, e xo que sejam linearmente independentes. Para esse propdsito, utilizamos
o Wronskiano, que é definido por:

x1(t) xo(t) Tn(t
' (t x45(t) (¢
W(xy,xa,...,2,) = det 2 1
O S RS

Caso esse determinante seja diferente da fungao nula, entao concluimos que o conjunto de fungbes

{.1‘1,.%2, e ,l‘n}

é linearmente independente. Caso contrario, este conjunto é linearmente dependente.

3Como se tem apenas uma solugao associada a EDO, entdo para este caso utilizamos o método da redugdo de ordem para determi-
nar qual é a segunda fungéo que compde a solucéo geral. Para EDOs com coeficientes constantes, verifica-se que os candidatos tém
a forma te*t. Mais uma vez, pelo Wronskiano comprova-se que a solugdo geral tem a forma z(t) = c1e* 4 cate?t.

4Como os temos duas raizes complexas, entéo as solugdes sdo da forma 1 (t) = e(@ b9t g go(t) = e(a—bDt Pela férmula de
Euler as solugbes podem ser escritas por z1(t) = e (cos(bt) + isen(bt)) e z2(t) = e*(cos(bt) — isen(bt)), respectivamente.
Por meio das combinagdes lineares x1(t) + z2(t) e z1(t) — z2(t), e analisando o Wronskiano, obtem-se que a solugdo é dada por
z(t) = e (c1cos(bt) + casen(bt)).
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Exercicio 2.3.1 Determine a solugdo da EDO dada por "’ + 9z = 0 e forneca uma interpretagcdo para sua
solugéo.

Exercicio 2.3.2 Resolva o seguinte PVI

' +22' +x=0
z(0) =5
2'(0)=-3

Exercicio 2.3.3 Resolva o seguinte PVI

'+ —6x=0
z(0)=1
2'(0) =2

e em seqguida fornega uma analise qualitativa da solugao obtida.

Exercicio 2.3.4 Faca o campo de diregées de todas as EDOs descritas nos exercicios anteriores e analise-
0s. Compare sua andlise com o comportamento das solugdes obtidas.

2.4 Solucao Geral para Equacodes Diferenciais Ordinarias Nao Homo-
géneas

Na segao anterior vimos como obter as solugdes de EDOs homogéneas de segunda ordem com
coeficientes constantes, mas ndo abordamos o caso em que a EDO é ndo homogénea, ou seja, a fungédo S(t)
dada em (2.15) é nao nula. Para resolver esse tipo de problema, precisamos obter dois tipos de solugoes, a
solugdo da EDO homogénea associada (denotada por x) e soluggo particular da EDO (denotada por x,).

A solugao z;, € obtida por técnicas como equagdes separaveis, método dos coeficientes constantes,
fator integrante Boyce and DiPrima (2009), entre outros. Essa solugdo sempre esta associada® com uma
EDO da forma

an ()2 () + an_1 ()2 (@) + .+ ag(D)2” () + a1 (D) (t) + ao(H)z(t) = g(2), (2.17)

considerando que g(t) = 0.

Por outro lado a solugéo z,,, que estd associada a mesma EDO (2.17), resolve o caso em que g(t) #
0. Existem algumas formas de obter a solugao particular, das quais veremos a seguir, mas o importante
observar aqui é o seguinte resultado fornecido na teoria de Equagdes Diferenciais.

Teorema 2.4.1 Dada uma EDO qualquer na forma (2.17), a solugéo geral x para este problema é dada por
z(t) = an(t) + p(t),

em que xj, € x, sdo as solugbes da EDO homogénea associada e a particular da EDO ndo homogénea,
respectivamente.

5E importante observar que mesmo se a EDO original tiver uma fungao g(t) # 0 (por exemplo se for uma fungéo g(t) = sen(t) ou
g(t) = e!), a solugéo =, s6 resolve o caso em que g(t) = 0. Por isso a terminologia “solugéo da EDO homogénea associada”
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Observacao 2.4.1

1. Um Sistema Dinamico € definido a partir de qualquer sistema fisico, quimico ou bioldgico que evolua
no tempo. Um sistema dindmico cujo modelo matematico é uma EDO de ordem n, dado por (2.17), é
chamado de sistema linear.

2. As fungbes x,x’,...,z™ dadas na EDO (2.17) sdo chamadas de varidveis de estado. A fungdo g(t) é
chamada de fungao de entrada ou funcéao forcante.

O Teorema 2.4.1 afirma que toda solugao geral de uma EDO é formada pela soma da solugao
homogénea com a solugao particular. Sendo assim, nos resta estudar técnicas para obter as solugoes
particulares x,,. Para isso, precisamos analisar as caracteristicas da fungéo forgante g(t). Por exemplo,
considere a seguinte EDO

2" + 52" + 6z = 2t% — 3t + 6. (2.18)

A solugdo da EDO homogénea, conforme visto na segéo anterior, é dada por z,(t) = cie™ 2! +
coe3t. Agora vejamos qual é a solugao particular para este problema. Para isso vamos recorrer a uma
técnica chamada determinagéo de coeficientes da solugdo particular. Nesta EDO temos que g(t) = 2t? —
3t + 6 € uma fungao polinomial. Assim, o que a EDO (2.18) esta nos dizendo é que uma combinagao das
derivadas de uma fungao x resulta em um polindmio de grau 2. Portanto, é razoavel supor que uma solugédo
particular para este problema seja da forma z,(t) = At* + Bt + C.

Assumimos entao que a solugéo particular é dada dessa forma e temos como objetivo determinar
os coeficientes A, B e C. Pois bem, se z,(t) = At? + Bt + C, entdo:

z,(t) = 2At + B
x(t) = 2A

Substituindo na EDO (2.18), obtemos
(24) +5(2At + B) + 6(At*> + Bt + C) = 2t> — 3t + 6

Para facilitar a analise, vamos rearranjar os termos colocando em evidéncia tudo o que acompanha o fator
t2, tudo que acompanha ¢ e tudo o que é constante, isto &,

2A +10At + 5B + 6At> + 6Bt +6C = 2t* —3t+6
t*(6A) +t(10A +6B) + 244+ 5B+6C) = 2> -3t+6
t2(6A) 4+ t(10A + 6B) + ( ) = 23t

Lembrando que dois polindmios sao iguais, se e somente se, seus respectivos coeficientes sdo iguais. A
partir disso, obtemos o seguinte sistema associado

6A =2
10A+6B = -3 )
2A+5B+6C =6

isto é, chegamos que A =
por

B = —12 e C = 13%. Portanto, a solugdo particular para a EDO (2.18) ¢ dada

1
3’ 108"

0 2 19t N 191
() = = 2t e
p 3 18 108’
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e assim, a solugao geral é dada por

x(t) = zp(t) + xp(t) = cre 2t 4 coe 3 4 g — 11—2; + %

Perceba que a solugdo geral depende diretamente do tipo da fungéo g(t). Para ficar clara esta
ideia, vamos analisar a mesma EDO, mas neste caso vamos supor que g(t) = sen(2t). Pois bem, neste
caso particular, estamos dizendo que as derivadas de uma fungéo xz(t) resultam na fungdo trigonométrica
sen(2t). Como as derivadas desse tipo de fungdo oscilam entre seno e cosseno, faz sentido supor que a
solucédo particular deste problema é da forma z,(t) = Asen(2t) + Bcos(2t). Seguindo os mesmos passos
que no exemplo anterior, temos que

x,,(t) = 2Acos(2t) — 2Bsen(2t)

x,(t) = —4Asen(2t) — 4Bcos(2t)

Substituindo na EDO, temos que

(—4Asen(2t) — 4Bcos(2t)) + 5(2Acos(2t) — 2Bsen(2t)) + 6(Asen(2t) + Beos(2t)) = sen(2t)
—4Asen(2t) — 4Bcos(2t) + 10Acos(2t) — 10Bsen(2t) + 6 Asen(2t) + 6 Bcos(2t) sen(2t)
sen(2t)(—4A —10B + 6A) + cos(2t)(—4B + 10A + 6B) 1sen(2t) 4+ Ocos(2t)
)

(
sen(2t)(2A — 10B) + cos(2t)(2B + 10A 1sen(2t) 4 Ocos(2t)

Chegamos entéo no seguinte sistema

2A—-10B =1
10A+2B =0
Resolvendo o sistema linear, chegamos que A = 5—12 eB = —55—2. Portanto, a solugéo particular x,, é dada
por x,(t) = 567;(22” + ’5%’;(2”. Consequentemente, a solugéo geral é dada por
2t —b5cos(2t
z(t) = xp(t) + 2,(t) = cre™ 2 + ce ™3t + sen(2t) + cos( )

52 52

Resumindo, o0 método de obtengao dos coeficientes consiste em determinar uma solugao particular
que tenha caracteristicas comuns a fungao forgante g(t). Se, por exemplo, a fungéo ¢(t) for da forma g(t) =
2 + cos(2t), entdo a solugao particular deve ser da seguinte forma

z,(t) = fungéo polinomial + combinag&o entre as fun¢des seno e cosseno

No entanto, é preciso tomar alguns cuidados. Considere a seguinte EDO z” — 52’ + 4x = 8¢t.
Neste caso, supor que a solugdo particular é da forma z,(t) = Ae' pode néo ser o melhor caminho. Perceba
que as derivadas da fungdo z, seréo constantes multiplicadas a prépria fungdo exponencial. Em outras
palavras, as derivadas da fungdo exponencial ndo gera novas fungdes. Isso significa que se supormos
uma solugdo particular da forma z,(t) = Ae’, chegaremos que a EDO original do problema ir4 resultar
em 0 = 8¢, o que é uma contradicdo. Perceba que também que a equagdo caracteristica associada a
equagdo homogénea possui duas raizes negativas, e portanto, a solugdo homogénea é da forma z,(t) =
c1eM + ce?2. Sendo assim, a solugdo particular z,(t) = Ae! faz parte da homogénea, néo resultando na
solugao geral do problema. Para contornar esse problema, podemos supor entdo que a solugao particular é
da forma z,(t) = Ate'.
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Exercicio 2.4.1 Determine a solugdo geral para a EDO x"" — 5z’ + 4z = 8e', tomando como pressuposto
que a solugdo particular é da forma x,,(t) = Ate'.

Exercicio 2.4.2 Considere uma particula de carga q imersa em um meio viscoso, e que sob ele age um
campo elétrico E, a principio constante. As forgas atuantes no sistema sdo a do campo elétrico I, = qF e a
da resisténcia ao movimento dada pelo meio viscoso F; = —bv, onde v € a velocidade. Assim, pela equagdo
do movimento de Newton, temos que ma = F, + F resultando na seguinte equacgao diferencial

d? d
m<Z +b—z =qF

1. Determine o movimento da particula para o caso em que E é um valor constante.
2. Determine o movimento da particula para o caso em que E = E(t) = cos(t).

3. Determine as constantes da solugdo geral, sabendo que x(0) = 0 e v(0) = 2’(0) = 0, ou seja, que a
particula se encontra inicialmente na origem do sistema de coordenadas e em repouso.

Observacao 2.4.2 Abaixo segue uma tabela com candidatas para solugées particulares de EDOs a partir
das fungbes forgantes g(t) Zill (2011).

g(t) Forma da solugao particular x,(t)
Constante A
Polinémio de grau n Apt? + A, t" L+ At 4+ Ap
sen(at) Asen(at) + Beos(at)
cos(bt) Asen(bt) + Beos(bt)
eat Aeat
tmeat e (At + Ay 1t" L+ At + Ap)
t"sen(at) (Asen(at) + Bceos(at))(Ant™ + Ap_1t" 1+ ...+ Ayt + Ap)
t"cos(at) (Asen(at) + Bceos(at))(Ant™ + Ap_1t" 1+ ...+ Ayt + Ap)

Tabela 2.1: Forma das solug¢des particulares a partir da funcao forgante.
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Capitulo 3

Estudo de equilibrio para EDOs

Vamos introduzir o estudo sobre pontos de equilibrio para EDOs comegando por equagdes diferen-

ciais auténomas, isto é, uma EDO ‘fl—f = f(t,x), sendo t a variavel independente e x a variavel dependente,

€ chamada de auténoma se % depende (explicitamente) apenas de sua variavel x. Por exemplo, % =2z é

uma EDO autdnoma, enquanto que fli—f = 2z — t € ndo autbnoma. Nesse caso, EDOs autbnomas podem ser
denotadas por fli—f = f(x), ja que ndo dependem de t explicitamente’.

Um ponto de equilibrio de uma EDO é definido como sendo aquele que ndo possui mudanga na
sua derivada, isto é, quando ‘fl—f = 0. Por exemplo, considere a seguinte EDO auténoma:

e 3.1)

O campo de diregcoes da EDO 3.1 pode ser visto na Figura 3.1.

| ol ol ol B R R R |
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[ G G P P
| ol ol ot o B BB R i |

I

A R A AR R AR R RSN

NN NANNANNANANNNNANNN NN NN N Y

2P VY VNNV VN V]

BEEEEEEEEEE RN

SRR IR TR TR TR UR IR R SR UL RR N TR U O N IR O
2 1 0 1 2

Figura 3.1: Campo de diregées da EDO 42 = (1 — z)(1 + ).

Para determinar os pontos de equilibrio desta EDO precisamos verificar para quais valores de =

TE importante observar que mesmo que a variavel independente ¢ ndo aparega na expressio fli—f = f(t,z), x é uma fungdo que
depende de t, e portanto, a EDO depende implicitamente da variavel ¢.
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dr __ :
temos que 57 = 0. Pois bem,

dx
u 0
l—-z)(1+2) = 0
(I1-2)=0 ou (1+4+2)=0
r=1 ou x=-1.

Portanto, concluimos que existem dois pontos de equilibrio para a EDO 3.1, z = 1 ez = —1.
Perceba na Figura 3.1 o motivo de termos dado o nome de equilibrio para tais pontos. Se comegarmos a
dinamica nas alturas x = 1 ou x = —1 ndo havera mudanca (variagao na inclinagdo) da solugao ao longo do

tempo.

3.1 Classificacao de pontos de equilibrio

Além de encontrar tais pontos é possivel também classifica-los. Um ponto de equilibrio 7 € chamado
de assintoticamente estavel se x for um atrator, isto é, se tomarmos pontos x préximos de = temos que ao
longo do tempo x estara cada vez mais préximo de . Um ponto de equilibrio T é chamado de instavel se
T for um repulsor, isto é, se tomarmos pontos = préximos de T temos que ao longo do tempo z estara cada
vez mais longe de 7.

No campo de diregdes ilustrado na Figura 3.1 podemos ver que x = 1 é assintoticamente estavel,
enquanto que z = —1 é instavel. Visualmente podemos constatar isso, mas podemos verificar esse fato
algebricamente. Analisemos primeiro T = 1. Considere x um ponto que esteja proximo (abaixo) de z, ou
seja, 0 < z < T = 1. Assimtemosque 1 —x > 0e 1+ x > 0° Isso significa que (1 — 2)(1 + ) > 0,
e portanto, % > 0. Sendo assim, x “sobe” quando esta abaixo de T = 1. De modo similar, tomando = um
ponto que esteja proximo (acima) de 7, ouseja, 1 =7 < z < 2temosquel —z < 0el+x > 0. Isso
significa que (1 — z)(1 + z) < 0, e portanto, ‘fi—f < 0. Sendo assim, = “desce” quando esta acima de 7 = 1.

Logo T = 1 é um ponto assintoticamente estavel, ja que é um atrator.

Observacao 3.1.1 Aproveitamos para fazer um breve comentario. Perceba que ndo existe a possibilidade a
solugdo “cruzar” um ponto de equilibrio T, ja que uma vez que a solugdo x chegue neste ponto, temos que
x = T para todo valor de t.

Para classificar o ponto de instabilidade, fazemos a mesma analise apresentada acima. Considere

agora T = —1. Tomando = um ponto que esteja préximo (acima) de z, ou seja, —1 =7 < = < 0 temos que
1—xz>0el+a > 0. Isso significa que (1 — z)(1 + z) > 0, e portanto, ¢ > 0. Sendo assim, z “cresce”
quando esta acima de T = —1. Por outro lado, tomando x um ponto que esteja proximo (abaixo) de z, ou
seja, -2 <z <T=—1ltemosquel—x>0el+a <O0. Isso significa que (1 — z)(1 + ) < 0, e portanto,
fl—f < 0. Sendo assim, x “desce” quando esta abaixo de T = —1. Logo T = —1 é um ponto instavel, ja que é
um repulsor.

Essa classificacao geralmente é representada graficamente pela Figura 3.2.

Para resumir todos os conceitos vistos acima, considere novamente o exemplo do objeto em queda,

dado na equagéo (1.8), isto &,

dv v
— =9,8——.
dt ’

2Caso tenha dificuldades nessa andlise, atribua alguns valores, por exemplo, tome = = 0.5. Nesse caso, (1 —z) = (1 — 0.5) =
05>0e(1+z)=(14+0.5)=15>0.
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1 o

Figura 3.2: Pontos atratores e repulsores da EDO (3.1)

O ponto de equilibrio dessa EDO é dado por:

dz
dt

v
9,8—— =
75

9,8 =

St (an)

v =

(9,8)
v = 49.

Tomando valores x > 49 temos que fl—f = 9,8 — £ < 0. Por outro lado, tomando valores = < 49
temos que % = 9,8 — £ > 0. Portanto, 7 = 49 € um ponto de equilibrio assintoticamente estavel, como
pode ser verificado na Figura 1.2.

Para fixar as ideias e a mecéanica do problema de determinar pontos de estabilidade e suas classi-
ficagbes, sugerimos o seguinte exercicio:

Exercicio 3.1.1 Determine e classifique os pontos de equilibrio dos modelos de Malthus e Verhulst.

Exemplo 3.1.1 (Estudo de reacoes quimicas Boyce and DiPrima (2009)) Considere uma lagoa que con-
tém inicialmente 10 milhées de galbes de dgua doce. A agua contendo um produto quimico indesejavel flui
para a lagoa a uma taxa de 5 milhbes de gal/ano, e a mistura na lagoa flui na mesma taxa. A concentragao
~(t) de produto quimico na dgua de entrada varia periodicamente com o tempo de acordo com a expressao
~(t) = 2 + sen(2t) g/gal.

Como os fluxos de entrada e saida de dgua sdo os mesmos, a quantidade de agua na lagoa
permanece constante em 107 gal. Vamos denotar o tempo por t, medido em anos, e o produto quimico por
Q(t), medido em gramas. Para construir a equagéo diferencial que descreve esse processo, vamos partir do
principio que a variagdo % € dada pela taxa de entrada menos a taxa de saida, isto é,

aQ

pr taxa de entrada — taxa de saida, (3.2)

em que “taxa de entrada” e “taxa de saida” significam as taxas nas quais o produto quimico flui para dentro
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e para fora da lagoa, respectivamente.

A taxa de entrada é dada por
Taxa de entrada = 5 x 10°(2 + sen(2t)) g/ano,

enquanto que a taxa de saida é dada por

Taxa de saida = 5 x 10° (?é?) = Qét) g/ano.
Portanto, a EDO (3.2) fica
d t
CT? = (5 x 10%)(2 + sen(2t)) — Qé >. (3.3)

Com o intuito de simplificar o termo 106, fazemos a seguinte substituicdo Q(t) = q(t)10°. Com isso,
temos que a expresséo (3.3) fica:

% = (5% 10°)(2 4 sen(2t)) — @
dq(;)twﬁ — (5 x 10%)(2 + sen(2t)) — Q(t);oﬁ
6 6
T(l)ﬁ% _ 11@ ((5 x 10°)(2 + sen(2t)) — Q(t);o )
L (ii(t) = (5% 10°)(2 + sen(20)) - WQ( )2
dg(t) _ q(t)
i 5(2 + sen(2t)) — TN
dg(t) q(t)
o = 10 + 5sen(2t) — TN
dL(Z) + ) _ 10 + 5sen(2t)

que é uma equacdo diferencial de primeira ordem ndo homogénea. Além disso, assumimos que original-
mente ndo ha produtos quimicos na lagoa, logo esse problema se torna um PVI cuja condicdo inicial é
q(0) =0, isto é,
dalt) 4 9 — 10 4 5sen(2t)
dt 2
q(0) =0
Utilizando as técnicas de coeficientes constantes para solugdo homogénea e como solugdo parti-

cular uma combinagéo linear entre as fungbes cosseno e seno (veja a Tabela 2.1), obtemos que a solugdo
deste PVI é dada por

¢ 10 40
q(t) = cre”2 + —sen(2t) — —cos(2t) + 20, (3.4)
17 17
emaquec, = — % € obtido por meio da condigao inicial do problema.

Exercicio 3.1.2 Como vocé abordaria algebricamente o problema de determinar os pontos de equilibrio para
o PVI apresentado acima?

Exercicio 3.1.3 Ultilize algum programa de sua preferéncia e esboce o gréfico da solugdo q(t) dada pela
expressao (3.4). O que vocé diria sobre a questao de estabilidade de uma solugdo analitica para este caso

particular?
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Observacao 3.1.2 Para o problema apresentado no Exemplo 3.1.1 consideramos uma série de suposigoes
a fim de simplificar a modelagem. Por exemplo, 0 modelo parte do pressuposto que a quantidade de agua
na lagoa é controlada inteiramente pelas taxas de fluxo de entrada e saida, isto é, nenhuma quantia de dagua
é perdida por evaporagdo ou infiltragdo no solo, e nenhuma é adquirida pela chuva. Por outro lado, para
0 produto quimico, foi admitido que o mesmo flui para dentro e para fora da lagoa, mas ndo € absorvido
pelos peixes ou outros organismos que vivem na lagoa. Por fim, assumimos que a concentragdo do produto
quimico é uniforme em toda a lagoa.

Exemplo 3.1.2 (ReacGes quimicas cinéticas Boyce and DiPrima (2009)) Uma reagdo quimica cinética tem
como objetivo estudar a velocidade e os fatores que influenciam as reagbes quimicas. Reagbes quimica de
segunda ordem envolvem interagbes (colisbes) de uma molécula de uma substancia P com uma molécula
de uma substancia ) para produzir uma molécula de uma nova substancia X. Tal processo é geralmente
denotado por

P+Q — X.

Considerando que p e q, sendo p # q, as concentragées iniciais de P e (), respectivamente, e x(t) a
concentragdo de X no tempo t, temos entdo que p — x(t) e g — z(t) sdo as concentragbes de P e () ao longo
do tempo t, e a velocidade na qual a reagdo ocorre é dada pela equagcdo

dxr

o~k —a)la—a), (3.5)

sendo k uma constante de velocidade positiva.

Observacao 3.1.3 Do ponto de vista da area de Quimica, é mais comum denotar as concentragbes dos
reagentes P, Q) e X respectivamente por [P, [Q] e [X], ao invés de (p — x), (¢ — x) e x como apresentado
acima. Em outras palavras, o0 modelo matematico (3.5) é representado com mais frequéncia por

d[X]

L = HPQ) 36)

Exercicio 3.1.4 Escolha valores para as concentragées iniciais p e q, bem como um valor para a constante
k. Faga o campo de dire¢cdes desta EDO e identifique graficamente os pontos de equilibrio de (3.5).

Exercicio 3.1.5 Determine os pontos de equilibrio da EDO (3.5) e classifique-os.

Exercicio 3.1.6 Como ficaria a EDO (3.5) caso as concentragdes iniciais dos reagentes fossem iguais? O
que poderia ser dito sobre os pontos de equilibrio?
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