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Introducao

Este texto traz um breve resumo do contetido de Algebra Linear Computacional estudado pela
turma 22 da llum Escola de Ciéncia. Os topicos abordados aqui corresponderdo a uma complementacao
do curso visto no primeiro semestre de Algebra Linear. O foco é explorar alguns recursos computacionais
envolvendo equagdes matriciais.

Inicialmente esse material servird como guia e também um resumo do conteldo ja visto pelos
alunos. Os exemplos e exercicios propostos aqui sdo em sua maioria 0s mesmos discutidos em sala de
aula.

O texto ficara disponivel na plataforma Moodle, na aba Material da disciplina Algebra Linear Com-
putacional. Este material sera atualizado a medida que o curso for avangando.

Bibliografias principais: Ruggiero and Lopes (2000); Watkins (2010); Anton, Rorres and Doering
(2012).


https://moodle-ilum.cnpem.br/

Capitulo 1

Resolucao de Sistemas Lineares via
Matrizes

1.1 Motivacao

Muitos problemas préaticos recaem sobre um sistema de equagdes lineares

a1121 + a12%2 + ... + a1pTy = by

a21%1 + a22%2 + ... + a2 Ty = b

Am1T1 + Am2Z2 + ...+ AppTn = bm

O sistema linear (1.1) pode ser escrito na seguinte forma:

Az = b, (1.2)
em que
air a1 a1n x1 by
a21 a22 a2n T2 by
Am1 Am2 CIEa Amn Tn bm

Existem varias técnicas para se obter a solugdo = da equagao matricial (1.2). Por exemplo, se A for
uma matriz quadrada cujo determinante ¢ diferente de zero (Pergunta: o que aconteceria se o determinante
de A fosse igual a zero?), entdo poderia ser aplicada a inversa da matriz A em ambos os lados da equagao
(1.2), obtendo:

Az = b
= A Az = A"
= Iz = A%
= r = A7



em que I é a matriz identidade.

Apesar de essa ser uma forma imediata de se obter a solugéo z, 0 processo de obtengéo da inversa
de uma matriz € computacionalmente custoso. Isso significa que para matrizes de ordem muito grandes, o
processo exibido acima ndao é um bom caminho. Lembrando que nao existe uma Unica forma de se obter a
inversa de uma matriz de A. Por exemplo, podemos obter A~! fazendo:

A7t = adj(A), (1.3)

det(A)
em que adj(A) representa a matriz adjunta de A (transposta da matriz de cofatores).

Sendo assim, se faz necessario utilizar outras técnicas para determinar a solugdo x. Uma delas
é através de decomposicdo de matrizes. A ideia é decompor a matriz original A em outras matrizes, de tal
forma que o sistema obtido seja mais simples de se resolver.

Aqui focaremos nas principais técnicas utilizadas na literatura.

Exercicio 1.1.1 (Identificacdo dos géneros musicais mais escutados pelos alunos e alunas da llum) Se
reuna em um grupo de n alunos e escolham n géneros musicais dos quais se identificam. Preencha a tabela
abaixo informando um valor no intervalo [0, 1], em que 0 representa ndo identificagdo e 1 representa total
identificagao.

Estudante 1 | Estudante 2 Estudante n

Género 1
Género 2

Géneron

Agora procure na lista das musicas mais tocadas no Brasil, e para cada género, atribua sua colo-
cagdo ponderando os valores de 0 a 1 (a primeira colocagdo assume o valor 1).

A partir dessas informacgdes, construa no Octave a matriz associada a tabela que foi preenchida.
Em seguida, construa um vetor b associado as classificagbes dos géneros mais escutados no Brasil.

a) Utilizando o Octave, resolva o sistema linear associado ao problema acima.

b) O que representa a solugdo do sistema linear obtido?

1.2 Eliminacao Gaussiana

Encerramos a segao anterior com um exercicio que coloca em pratica a ideia de resolver um sis-
tema linear por meio da obtengéo da inversa de uma matriz. No entanto, vamos analisar alguns pontos do
problema apresentado. Digamos que trés estudantes tenham escolhido os géneros sertanejo, pop e funk e
atribuido a seguinte identificagao:

O determinante da matriz associada a tabela acima é igual a det(A) = 0.001. Como o determinante
de A é diferente de 0, existe a inversa dessa matriz, e portanto, podemos utilizar o recurso visto na segéo

Estudante 1 | Estudante 2 | Estudante 3
Sertanejo 0.1 1 0
Pop 0 1 0
Funk 0.25 1 0.01




anterior para resolver o problema. No entanto, no sentido computacional, valores de determinantes prdéximos
de 0 podem acarretar em problemas computacionais, j& que a matriz é préxima de uma matriz singular,
isto €, uma matriz cujo determinante € 0. Mas a leitora deve estar se perguntando, qual o problema do
determinante de uma matriz ser 0? Bom, se o determinante de A for igual a 0, entdo ndo é possivel calcular
a férmula (1.3), e assim, a inversa da matriz ndo existe. Logo, o processo indicado no item anterior ndo pode
ser operado.

E importante observar que em sistemas lineares, se o determinate da matriz associada possui
determinante igual a 0, entdo chegamos a duas situagdes: 1) o sistema ndo possui solu¢do; 2) o sistema
possui infinitas solugdes. No primeiro caso ndo ha o que fazer, mas no segundo podemos analisar quais
delas se adequam melhor ao problema que estamos procurando. Veja também que o Exercicio 1.1.1 pode
facilmente fornecer uma coluna (ou linha) sé de zeros, acarretando em uma determinante igual a 0. Neste
caso, poderiamos utilizar outros meios para trabalhar com este problema. Por exemplo, utilizando a técnica
de Eliminagdo Gaussiana.

Considere o seguinte sistema linear:

41’1+3IE2*1’3:1
201 + 29+ 23 =0 . (1.4)
—x1 + 3T + 43 =2

Para obter os valores de x1, x5 € x3 podemos realizar o seguinte processo:

41’1+3£C2—1’3:1 4.’E1+31’2—.’E3:1
Multiplicando a primeira equagao por % 1 3 1
2z + 29+ 23 =0 N — O0z1 — S@2 + 523 = —3
e fazendo a segunda equagdo menos a primeira
—x1 + 3T + 43 =2 —x1 + 310 +4x3 =2
Similarmente poderiamos simplificar a terceira equagao, da seguinte forma:
4ry +3x9 — 23 =1 4r1 +3x9 —x3=1
Multiplicando a primeira equagao por 7% 1 3 1
—3T2t3T3 =3

1 3 1
—§$2+§$3:—§ - - —
e fazendo a terceira equagao menos a primeira

2

—x1 + 310 + 43 = OI1+%$2+%I3 _ %
Veja que agora apenas a primeira equagao possui trés variaveis, enquanto que as outras duas
equagodes possuem duas variaveis. Seguindo com o processo em relagdo a segunda e a terceira equagdes,

obtemos:

4ry + 329 —x3 =1 4r1 +3x9 —x3 =1
ipli A _1s
_le n §x3 _ 1 Multiplicando a segunda equagéo por — < _le " §$3 _ 1
- - )
2 2 2 e fazendo a terceira equagdo menos a segunda 2 2 2
15 15 _ 9 _ 3
TI’Q + Txg =1 OIQ + 151’3 = -3

resultando no seguinte sistema linear:

4x1 +3x0 —x3=1
~4oa+ o0 = -

1
2
1525 = —3



O sistema linear obtido deste processo esta em uma forma que chamamos de escalonado e a
matriz associada a este novo sistema (veja abaixo) é chamada de matriz triangular superior.

(SIS

RN =N
|

Perceba que para obter a solugdo do sistema nessa forma é muito mais simples do que o original,

uma vez que para obter z3 basta computar —3.-- = — = —0.1. Substituindo na segunda equagao,
podemos obter a variavel x; que é igual a 0.7, e por fim, seguindo 0 mesmo processo, obtemos z; = —0.3.

O processo ilustrado acima é conhecido como Eliminacdo Gaussiana (sem pivoteamento). Com-
putacionalmente falando, este processo realiza menos operagdes do que na obtengao da inversa da matriz
A.

De um modo geral, dado um sistema linear, por exemplo como o abaixo,

a1121 + a12x2 + a1373 = by
2121 + a22T2 + as3rs = by (1.5)

as1x1 + asaTo + aszzrs = b

para escalona-lo é preciso realizar os passos:

Passo 1:
LY« L, -2,
ail
BV by — p,
ail
LV« L3-8,
aiil

em que ng) significa a linha 7 apds a etapa j de escalonamento e bl(.j) significa o coeficiente indepen-
dente da linha 7 ap6s a etapa j do escalonamento. Esse processo produz o sistema linear equivalente:

agll)xl + aglg)mg + a%)xg = bgl)

Oz + a%):cz + aglg)xg = bgl) )

Oz + aglz)mg + ag?:cg = bgl)

Passo 2:

o)
L« oV -S2
(a9

o
oY b — B2
)



produzindo

a

Passo 3: Por fim, a solugao é obtida fazendo:

T3

L2

T

(2) (2) 5 — b

T1+ a5 x2 + a3 3
0xq1 + ag)xg + aé?xg = ng)

0x1 4 O0xo + aé?azg = ng)

by

2
a:(s3)

(b5 — a%y)zs)
Je)
22

(b — a3 ws — afs)
e
11

A eliminagdo Gaussiana pode ser resumida por meio do seguinte algoritmo:

Algorithm 1: Eliminagdo Gaussiana (sem pivoteamento)

Input: Coeficientes da matriz A,,«,, € do vetor b,,«1, associados ao problema Ax = b.
Assume-se que 0 pivé ayi # 0, para cada etapa k;

for k=1,...,n-1do
for i=k+1,...,ndo

— Qik
Akk
Al = 0

for j=k+1,...,ndo
| Gij = aij — mag;
end

Tn = Ann
for k=(n-1),...,1do
s=0
for j=(k+1),...,ndo
§ =S5+ ag;T;
end

end

Observacao 1.2.1

1. E importante ressaltar que as operagdes efetuadas no processo da Eliminacdo Gaussiana, isto é,
multiplicar equagées por valores ndo nulos e soma-los ou subtrai-los ndo interfere no resultado final do

problema.

2. O algoritmo descrito em Algorithm 1 efetua W operacbes, em que n é a dimensdo da matriz
A. Isso significa que o custo computacional deste método é de ordem n? (notagdo: O(n?)). Enquanto
que o método direto de obtengdo da solugdo por meio da inversa requer um 'custo computacional de
ordem n* (notagdo: O(n*)). Isso significa que o método de eliminagdo Gaussiana é menos custoso

que o método da matriz inversa.

Custo computacional é o nimero de operagdes que o computador precisa realizar para concluir o algoritmo.



1.2.1 Eliminacao Gaussiana com pivoteamento

Na secdo anterior apresentamos um método que transforma o sistema linear original em um outro
que tem um formato triangular (superior). Perceba que no Algorithm 1 existe uma condigéo para que o
método possa funcionar. Vejamos um exemplo que ilustra essa condigao.

Considere o sistema linear

1+ 3x9 —x3=1
2x1 +6x0 +23=0 . (1.6)
—I7 +I’2+4£E3:2

Pelo processo de Eliminagao Gaussiana, temos:

r1+3r3 —x3=1 1+ 39 —x3=1
Multiplicando a primeira equagéo por 2
2x1 + 622 +2x3 =0 - — O0x1 + 0x9 + 323 = —2
e fazendo a segunda equagé@o menos a primeira
—.’E1+(E2+4IE3:2 —1’1+.’L’2+4£L’3:2
1+ 33 —x3=1 1+ 33 —x3=1
Multiplicando a primeira equagao por —1
0x1 + O0xo + 323 = —2 0x1 + O0xo + 323 = —2 (1.7)

e fazendo a terceira equagdo menos a primeira

—x1 + 29 + 43 =2 O0xq1 +4x9 + 323 =3

Se continudssemos com o processo da Eliminagdo Gaussiana, entdo o algoritmo calcularia

as2 4

ag9 0’

resultando em um erro computacional. Agora, note que o sistema linear (1.7) estd4 quase na forma escalo-
nada. Trocando a segunda linha com a terceira, obtemos:

xr1 + 3(E2 — T3 = 1
Oxq1 +4x9 + 323 =3 . (1.8)
Oxq1 + 0xo + 323 = —2

Desse modo, a simples troca entre linhas do sistema linear evita um erro computacional. Pode ser
que a troca das linhas do sistema linear ndo resulte diretamente no sistema escalonado, mas o algoritmo
fornecido em Algorithm 1 podera ser computado. Portanto, um algoritmo mais completo é formado pela
combinagéo da Eliminagdo Gaussiana com a troca das linhas do sistema linear. Esse método € chamado de
Eliminagdo Gaussiana com Pivoteamento.

A estratégia de pivoteamento consiste em escolher o maior pivd (em médulo), em cada etapa k,
e se for necessario, realizar as devidas trocas das linhas. Existem dois tipos de pivoteamentos, o parcial e
o completo. Aqui focaremos apenas no parcial, ja que o completo acarreta em um esforgo computacional
maior.

Observacao 1.2.2 O método de Eliminagcdo Gaussiana com pivoteamento evita a divisao por zero. Além
disso, o Algorithm 2 também evita a divisdo por numeros préximos de zero. Isso é tdo importante quanto



o problema da divisdo por zero, pois a divisdo por um pivé proximo de zero pode acarretar em resultados
imprecisos, uma vez que célculos computacionais sdo efetuados com uma preciséo finita. Para mais detalhes
sobre essa discussio, a leitora pode consultar Ruggiero and Lopes (2000).

Algorithm 2: Eliminagdo Gaussiana (com pivoteamento parcial)

Input: Coeficientes da matriz A,,«.,, € do vetor b,,«1, associados ao problema Ax = b;
for k=1,...,n-1do

Pivoteamento parcial:

PivOo = akk
indice_pivo = k
for i=k+1,...,ndo
if |aix| >pivo then
PIVO = a;j
indice_pivo =1
end
if pivo=0 then
| Parar. A matriz é singular
end
if indice_pivo # k then
for j=1,...,ndo
troca = ag;
k5 = Qindice_pivo j
Qindice_pivo j = troca
end
troca = by,
bk = bindiceinvo
bindice_pivo = troca
end
end

Eliminacao Gaussiana:

for i=k+1,...,ndo
m = ik
Ak
a;, =0
for j=k+1,...,ndo
| Gij = @i — mag;
end
end
Output:
for k=(n-1),...,1do
s=0
for j=(k+1),...,ndo
§ =S+ ag;T;

(br—s)

Tk = Tan

end
end
end

Exercicio 1.2.1 Utilize seu programa de Eliminacdo Gaussiana sem pivoteamento e constate que o sistema
linear (1.6) ndo podera ser resolvido. Agora teste o novo programa de Eliminagdo Gaussiana com pivotea-



mento. Qual foi o resultado obtido?

Exercicio 1.2.2 Discuta sobre as vantagens do método de Eliminagdo Gaussiana com ou sem pivotemanto.

1.3 Decomposicao LU

A partir do célculo da Eliminagao Gaussiana podemos construir uma nova decomposi¢ao chamada
de Decomposicdo LU. Essa decomposigao consiste em transformar um sistema linear Az = b em um outro
na forma LUz = b. Em outras palavras, a matriz de coeficientes A é transformada em um produto de duas
matrizes LU, em que L é uma matriz triangular inferior e U é uma matriz triangular superior?.

O objetivo desse método é resolver uma sequéncia de sistemas lineares que sao mais simples de
se resolver do que a original. Desse modo, tendo em maos os valores de b e das matrizes L e U, o problema
Se resume a:

Decompondo A em LU Ly=1b
Arx =10 P

e chamando Uz = y, temos: Ux

A vantagem desse tipo de processo € que podemos resovler qualquer sistema linear que tenha
A como matriz dos coeficientes, e se for vetor b for alterado, entdo a resolucdo do novo sistema é obtido
praticamente de forma imediata.

Podemos construir as matrizes L e U utilizando algumas férmulas. No entanto, como ja trabalha-
mos com o algoritmo da Eliminagao Gaussiana, vamos produzir essas matrizes aproveitando as contrugoes
anteriores.

Dado um sistema linear

a1121 + a12x2 + a13w3 = by
a21T1 + Q92To + ag3T3 = by (1.9)

az121 + asaT2 + azzrs = b

()
vimos que no processo de eliminagdo Gaussiana é preciso calcular os multiplicadores mo; = % e mg; =
aiy

(0) . . . . ’ . .
%. Em seguida, multiplicamos esses valores pelas linhas correspondentes e subtraimos da primeira equa-
ail . . . .
¢ao. Dessa forma, armazenamos esse primeiro passo em forma de matriz, como a que segue abaixo:

1
—ma21

—ma1

Por outro lado, apds realizada essa etapa, o sistema linear resulta em

agll)xl + a%)xg + a(lé)zg = b(ll)

021 + alYws + almy = b (1.10)

Oxq1 + aéé)xg + aé?acg = bgl)

2Uma matriz é chamada de triangular inferior se todos os elementos acima da diagonal principal sao iguais a zero. Por outro lado,
uma matriz triangular superior € uma matriz cujos elementos abaixo da diagonal principal s&o iguais a zero.



Isto é, a primeira coluna da matriz resultante é escrita por:

1
agl)

. I - 1 'RT e
Continuando o processo de eliminagao (e supondo que aéz) # 0), o novo multiplicador é dado por
(1) .
Mgy = % Logo, armazenando esse segundo passo em forma de matriz, temos que:
Ao

—ms32
Por consequéncia, o sistema linear fica:

aﬁ)xl + ag)xg + ag)xg = ng)

O0x1 + aéé)xg + a%)xg = bf) . (1.11)

Ox1 + Oz + a%)xg = b§2)

Isto é, a segunda e a terceira coluna da matriz resultante sdo escritas respectivamente por

(2) (2)

ajg aés)
2 2
aéz) e a3

0 a%)

Como o sistema linear (1.11) ja se encontra escalonado, entdo ndo ha necessidade de calcular o
multiplicador m;;. Nesse caso, a Ultima coluna desse processo é descrita por

Juntando todo esse processo, obtemos as seguintes matrizes:

L0 0 af} afy
L= mao1 1 0 e U= 0 aéé) aé?
mg1 mzz 1 0 0 aé?

As matrizes L e U sao as matrizes de decomposicao LU. Perceba que LU = A.

Vamos fazer agora um exemplo numérico para ilustrar o método. Considere o sistema linear

3:171 +2f£2 +4I3 =1
4r1 + 329 + 223 =3

10



Assim, a matriz associada ao sistema linear (1.12) € dada por:

3 2 4

1 2

4 3 2

Com isso, temos os seguintes multiplicadores
(0) (0)

a5y 1 as; 4
m21:70:7 e m31:70:7.
agl) 3 agl) 3

Desse modo, a partir das operagdes

LY o«
LY« LY —mo LV

L« LY —mg L

obtemos as matrizes

3 2 4 1 0 0
AV =g L 2 e MY =1|my 0 0
0 3 -¥ ma 0 0
Continuando o processo, obtemos o multiplicador
(1) 1
a 1
Qg2 3
Assim,
L « LY
LY« L§Y
LY« LY —mgrlV
Logo, obtemos as matrizes
3 2 4 1 0 0
A(2): 0 % % e M(z)* mo1 1 0
0 0 —4 mzr M3z 1

Portanto, L = M) e U = A(). Para resolver o sistema linear Az = b = (LU)x = b, primeiro
consideramos Ly = b, sendo Ux = y, e depois resolvemos o segundo sistema Ux = y. Em outras palavras,

11



do sistema Ly = b, temos:

1 0 0\ [ 1 y1=1
4
3 1L \us 3 3U1+y2+ys =3

Resolvendo o sistema escalonado, temos que

Y1 1
Y2 | = %
Y3 0

Substituindo no sistema Ux = y, segue que

3 2 4 1 1 3x1 + 222 +4x3 =1
0 % % x| = g = 1;2+ x3:§ , (1.14)
0 0 -4 I3 0 —4$3 =0
cuja solugao é
Mo
To =
x3

Observacao 1.3.1

1. A fatoragdo LU é uma das técnicas mais utilizadas na resolucado de sistemas lineares;

2. Se a matriz A for ndo singular, entdo a decomposicdo LU é tnica. E além disso, o determinante de
A = LU é dado pelo produto dos elementos de sua diagonal;

3. O custo computacional da decomposigcao LU é de <% 2 — "72 —%- Para resolver cada sistema associado,
o custo computacional é de 2n?, resultando em um custo de QL + 307 _ 1 sto , o custo é da ordem
de O(n?).

Exercicio 1.3.1 Uma matriz P quadrada de ordemn é chamada de matriz de permutagao se pode ser obtida
por meio da matriz identidade de mesma ordem permutando-se suas linhas (ou colunas).

a) Considere a matriz de permutagao P dada por

—_ o O
S O =
o = O

Calculando P A, sendo A uma matriz qualquer, o que a matriz P esta fazendo com a matriz A?

1.3.1 Decomposicao LU com pivoteamento parcial

No Exercicio 1.3.1 foi definido o conceito de matriz de permutacdo. Nesse nosso contexto, o
objetivo da matriz de permutacéo é armazenar as trocas de linhas (ou colunas) no processo de pivoteamento.

12



Caso seja necessario realizar um pivoteamento parcial no sistema, antes de efetuar a decomposicao LU,
multiplicamos o sistema linear Ax = b por P, em que P é a matriz de permutagao, ficando PAx = Pb.
Em seguida, aplicamos o método de decomposi¢cdo LU para a matriz PA e seguimos com o0 processo de
resolucéo do sistema linear LUz = b, sendo b = Pb.

1.4 Fatoracao Cholesky

Na segao anterior vimos que uma matriz A, associada a um sistema linear Az = b pode ser
decomposta em um produto de outras duas L e U, sendo L e U matrizes triangulares inferiores e superiores,
respectivamente.

Algumas vezes é possivel dividir a matriz A em um produto em que U é igual a matriz transposta
de L, ou seja, A = LL!. Essa decomposi¢do é chamada de decomposicdo de Cholesky® e ela sé pode
ser realizada para matrizes simétricas definidas positivas. Uma matriz A € chamada de simétrica definida
positiva se satisfaz: A = At e xt Az > 0 para todo vetor =, em que z! é uma matriz linha. Se a desigualdade
for dada por =t Ax > 0 dizemos que a matriz é semi-definida positiva. Por exemplo, toda matriz de covariancia
€ uma matriz simétrica semi-definida positiva.

Vejamos como essa decomposig¢ao funciona. Considere a seguinte matriz definida positiva:
16 —4 12 —4
-4 2 -1 1

12 -1 14 -2
-4 1 -2 83

Nosso objetivo é escrever A da seguinte forma:

16 -4 12 —4 by O 0 0 bi1 b1 b31 bay
-4 2 -1 1| [ba b 0 0 0 by b3z bao
12 —1 14 —2| by bge bg3 0 0 0 by3 bas
-4 1 -2 83 by1 bas bys by 0 0 0 by

Vamos comparar agora coluna por coluna. Para isso, perceba que a primeira coluna de A é obtida
através de:

16 b11 O 0 0 b11
—4 bo1 by O 0 0
12| |bs1 bs2 by 0 || 0
—4 bar biz baz bug 0
Desse modo,

16 b2,

=4 _ | bubn

12 b31b11

—4 ba1b11

3Essa decomposicdo foi estabelecida pelo matematico André-Louis Cholesky e tal decomposigéo, quando aplicavel, é aproximada-
mente duas vezes mais eficiente que a decomposicdo LU para resolver sistemas lineares

13



Concluimos entao que

b, = 16 = b;=4
borby = —4 = by = f = %4 =1
b3ibir = 12 = by = % — % -3
by = —4 = by = % = %4 =1

Continuando o processo, a segunda coluna é obtida por:

—4 b11 O 0 0 ba1
2| fba b 0 0| |bw
—1|  |bs1 bz bss 0 0
1 b1 baz baz bug 0
Desse modo,

—4 b21b11

2| | bht5

-1 b31b21 + b32b22

1 ba1b21 + bazbao

Perceba que os valores b11, ba1, b31 € byy foram obtidos na etapa anterior. Assim, concluimos que

bbby = -4 = AD(-1)=-4 vV
bgl + b%Q = 2 = by=+2- (—]_) = \ﬁ =1
—1-3(—-1 2
b31bar +b3abes = -1 = bz = % -Z= 9
22
—(—=1)(—1 0
barbar +bazboy = 1 = by = (b22)( ) _ 7=0

De modo similar, seguindo 0 mesmo raciocinio para as demais etapas obtemos que b33 = 1, by3 = 1
e byy = 9. Portanto, a decomposigao de Cholesky da matriz A é dada por

16 —4 12 —4 4 0 0 0\ [4 -1 3 -1
—4 2 -1 1| [|-1100f]0 1 2 0
12 -1 14 -2 [3 21 0f]l0o 0o 1 1
—4 1 -2 83 -1 01 9/\0 0 0 9

Para evitar confusdo com a notagdo da decomposicao LU, vamos denotar a decomposigao de
Cholesky por A = GG*, sendo G uma matriz triangular inferior.

Observacao 1.4.1

1. Em geral, identificar se uma matriz é simétrica definida positiva nao é simples. O método de decompo-
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sicdo de Cholesky pode ser usado para esse fim. Isto é, se o método falhar é porque A ndo é simétrica
definida positiva;

2. A decomposigcao de Cholesky requer em cerca de % operagoes, ou seja, aproximadamente a métade
das operagbes do método de decomposigcdo LU ;

3. Se existir a decomposicdo de Cholesky, entdo a matriz G da decomposigao é unica;

4. Os elementos da diagonal principal da matriz G sdo sempre positivos.

Abaixo segue um algoritmo para a decomposi¢ao de Cholesky.

Algorithm 3: Decomposig¢ao de Cholesky

Input: Coeficientes da matriz A,,xn;
for k=1,...,ndo
s=0
for j=1,.. .,k — 1 do
end
T=akk — S
Irk = /T
for i=k+1,...,ndo
s=0
for j=1,.. .,k — 1 do
| $=38+Gijgk;
end
ik =
end
end

Qi —S
9kk

Exercicio 1.4.1 Veja se a matriz A dada por

1 1 0
1 2 -1
0 -1 3

€ simétrica definida positiva, por meio da decomposicao de Cholesky.

Exercicio 1.4.2 Resolva o sistema linear Ax = b, sendo A a matriz dada no exercicio anterior e b dado por

2

da melhor forma computacional possivel.

1.5 Decomposicao em Valores Singulares (SVD)

Uma ultima decomposicao matricial que veremos aqui é a decomposicdo em valores singulares
(Singular Value Decomposition - SVD). Existe um resultado na matematica que afirma que se uma matriz A
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€ simétrica, entdo ela pode ser fatorada da seguinte forma:

A=QDQ",
sendo D uma matriz diagonal formada por elementos obtidos por meio dos autovalores de A e (Q é uma
matriz ortogonal* Observe que, considerando que os autovalores de A sdo Aq,...,\,, € escrevendo a
matriz Q como Q = (vy,...,v,), aférmula A = QDQ?! pode ser escrita na forma:

n
§ t

A= )\ﬂ)i’Ui.
i=1

Sem perda de generalidade podemos pensar que A; > ... > \,. Em muitos problemas reais os autovalores
A1 € A2 (autovalores que possuem maior valor em médulo) sao muito maiores que A\,—1 e A\, (autovalores
que possuem menor valor em médulo). Nesses casos a matriz A pode ser “compactada” considerando a so-
matéria envolvendo apenas os autovalores maiores. Depois de compactada, a matriz pode ser “transmitida”
ou armazenada com um custo moderado.

No caso acima, a matriz A precisa ser quadrada. No entanto, existe uma outra decomposi¢cdo mais
geral do que esta. Dada uma matriz A de m linhas e n colunas, existe uma matriz ortogonal U ( m x m) e
uma matriz ortogonal V' ( n x n), tais que
A=UDV?,

em que D é de m x n e todos seus elementos fora da diagonal principal sdo zeros. Mais ainda, os elementos
de D s&o autovalores de A*A ou AA!, as colunas de V sdo autovetores de A'A e as colunas de U séo
autovetores de AA. A SVD é uma das ferramentas fundamentais para, por exemplo, a compresséo de
imagens. Essa decomposicdo também apresenta a vantagem de simplificar os dados, remover ruidos e
melhorar o desenvolvimento de um algoritmo.

Para ilustrar a constru¢éo dessa decomposic¢ao, considere a matriz retangular (3 x 2)

1 2
A=1|1
1 -1
Assim, A*A é dada por
3 2
AtA =
2 6

Os autovalores de A*A sdo A\, = 7 e Ay = 2, cujos autovetores sdo dados respectivamente por
v1 = (3,1) e vy = (—2,1). Dessa forma, definimos a matriz diagonal D° por

V7T 0
D=1]10 2
0 0

A fim de construir as matrizes U e V' ortogonais, precisamos normalizar os autovetores, isto é,
precisamos tomar u = ﬁ Efetuando esta conta, chegamos que os vetores normalizados sao dados por

4Uma matriz A é chamada de ortogonal se A—! = A?. Isso é equivalente a dizer que as colunas (ou linhas) de A sao vetores
ortonormais.
5Uma matriz diagonal ndo precisa ser necessariamente quadrada, basta que a;; = 0 para todo i j
J J
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v = (\f, 2\55) e vy = (— 2v5 %) Esses vetores compdem a matriz V' da seguinte forma:

V5 _2V6
V= ['Ul ’UQ] = 2\5/5 5
5

Por fim, para determinar a matriz U é necesséario computar:

oI

1 92 V35
! 1 (ﬁ 3&%
uy = —=Auv; = uy=—71,1 1 2\5/5 = w = | =ge
V)\l \ﬁ 1 —1 5 /35
35
1 A 1 e (2\5/5 Sﬁ
Uy = ——=Avy = up=—=11 1 N = u=| —Yy
VA2 V2 1 -1 5 _3V/10
10

Veja que para poder computar UDV'* é necessario que a matriz U tenha trés colunas. No entanto,
obtivemos apenas duas delas a partir da férmula w;

\/%Avi. Para completar a terceira coluna, precisamos
calcular o ndcleo de A, isto &, precisamos determinar o vetor us tal que Aus = 0. Pois bem,

X
11 1 {0
21 —1) Y] — \o
z
Escalonando o sistema (nesse caso nao ha necessidade de realizar pivoteamento) e resolvendo-o, obtemos
como solugdo o vetor ug = (2z,—3z,2) = z(2,—3,1). Normalizando-o, chegamos que us =

(2,-3,1)
Sy ou
seja,
V14
7
ug = |~
V14
14
Portanto, a matriz U é dada por:
V35 0 Vid
B _ym v
— — 3V 35 10 314
U=lu w wl=| 25 ~To 14
V35 _ 3V/10 V14
35 10 14

Assim, a decomposigao SVD de A é dada por

A=UDV?,
sendo I Vi
35 14
SR I G g o
_ | 3v35 10 314 _ _ 5 5
U= 35 ) T 14 D= 0 V2 e V 25 V5
/35 3V/10 V14 0 0 5 5
35 10 14
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Exercicio 1.5.1 Faca a decomposicao SVD da matriz A dada por:

A:Olg,
1 0 2

Para validar o resultado, utilize o comando svd no Octave para verificar se as matrizes que vocé obteve estao
corretas. O comando é definido por

[U,D,V] = svd(A)

Exercicio 1.5.2 Na decomposicdo SVD, ilustrada nos exercicios anteriores, obtivemos apenas autovalores
reais. Isso acontece sempre? Justifique.

Exercicio 1.5.3 Nos exercicios anteriores obtivemos autovalores ndao negativos. Isso é valido sempre? Jus-
tifique.

Exercicio 1.5.4 Considere a seguinte afirmagéo:
“Os autovalores de uma matriz quadrada A sdo exatamente os mesmos da matriz quadrada At”

Essa afirmacéo é falsa ou verdadeira? Justifique.
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Capitulo 2

Interpoladores

Neste capitulo vamos abordar uma outra ferramenta matematica chamada de interpolagdo. Essa
técnica é utilizada para aproximar uma fungédo f(x) por uma outra g(x), sendo a fungdo g(z) com proprieda-
des melhores de serem trabalhadas.

Um exemplo para motivar esse estudo é o seguinte, considere que vocé esteja fazendo um levanta-
mento do numero de pessoas com diabetes por ano no Brasil. Nesse estudo foram coletados dados nos anos
de 2018, 2019 e 2022. Por motivos desconhecidos, os dados para 2020 e 2021 n&o puderam ser obtidos.
Os interpoladores podem ser usados para estimar esses valores intermediarios.

Um outro exemplo seria a relagao entre o calor especifico da dgua e a temperatura Ruggiero and
Lopes (2000). Suponha que se saiba que o calor especifico da agua é de 0,99907 a temperatura de 209,
enquanto que para os calores especificos 0,99852 e 0,99828 as temperaturas sao de 30° e 409, respectiva-
mente. Com isso, surgem duas perguntas: 1) qual seria o calor especifico da agua a temperatura de 35°? 2)
qual a temperatura da agua quando o calor especifico € de 0,998377

Vamos entéo fornecer diferentes ferramentas para poder estudar estes tipos de problemas.

2.1 Interpoladores polinomiais

Para trabalhar com interpoladores, primeiros partimos do pressuposto que se conhece o valor de
uma fungdo f em n + 1 pontos, isto é, dados zy, .. ., =, temos conhecimento dos valores f(xg),..., f(zn).
O objetivo desta sec¢éo é determinar uma fungéo g de tal modo que’

2.1)
g(mn) = f(-rn>

A Figura 2.1 representa graficamente as hipéteses trazidas em (2.1). Perceba que nos pontos
zo, ..., T4 as fungdes f e g coincidem, mas fora destes pontos as fun¢des nao sao necessariamente iguais.

A funcao g, nesse caso, € obtida por meio da construgdo de um polindmio de grau no maximo n.

"As condiges exibidas aqui sdo para realizar um tipo de interpolagdo polinomial. Nem todas as interpolacdes polinomiais precisam
assumir as hipéteses ilustradas em (2.1). Por exemplo, a fdrmula de Taylor e o polinémio de Hermite partem de outros pressupostos.
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Figura 2.1: Interpolador polinomial g da fungao f

Para construir esse polindmio p(x) assumimos que ele é da seguinte forma p(z) = ap + a1z + asz? + ... +
anx™. Supondo que p(z;) = f(z;), isto é,

p(z;) = ag+ ar1x; + agx? +...t+anxl = f(z;), Vie{0,...,n},

temos que:
ao + a1zo + a4 ... + anzl = f(x0)
ap + a1wy + azx? + ...+ a,at = f(aq)
1 1 2.2)
ag+ a1z, + agw% +...+ anxz = f(fl}'n)

O sistema linear (2.5) pode ser escrito na forma de equagao matricial

Az =0,
em que
1 =z T ap
2 f(zo)
1 x4 7] ai
Tn ce. l"ﬂ, Qpn

A matriz A é chamada de matriz de Vandermonde. Assim, s6 sera possivel obter Unicos coeficien-
tes para o polinémio p, se a matriz de Vandermonde tiver determinante diferente de 0. Se xy, ..., x,, forem
pontos distintos, entdo teremos que a matriz A possui det(A) # 0. Com isso, o polindmio p(x) existe e é
anico.

Apesar do polinémio p ser Unico, existem diversas formas de obté-lo, por exemplo, por meio dos

métodos de Lagrange e Newton. Primeiramente, obteremos o polinémio interpolador resolvendo o sistema
linear (2.5).

Por exemplo, suponha que sejam conhecidos os seguintes valores f(—1) =2, f(0) = —1e f(1) =
3. Neste caso, temos que zp = —1,z1 = 0 e o = 1. Vamos determinar agora o polinémio interpolador p que
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satisfaz p(—1) = f(—1) =2, p(0) = f(0) = —1 e p(1) = f(1) = 3. A matriz de Vandermonde associada a
este interpolador € dada por

1 2o a2 1 -1 (=1)2 1 -1 1
A=|[1 2 22|=[1 0o 02 |[=]1 0 o0
1 2y a3 11 (12 11

Note que det(A) = 2 # 0. Portanto, existe o interpolador polinomial. Resolvendo o sistema linear
abaixo por meio da eliminagao gaussiana com pivoteamento, obtemos

ap — a1 +as =2 ap+ay+ax =3
ao — 1 , lSistiama escsfllonadoap.artir da Cay —ay = _4 ) (2‘3)
ehmmagao gaussiana com pivoteamento
a0+a1+a2:3 2(12:7
Assim, os coeficientes do polindmio interpolador séo ag = —1, a; = % eas = % Logo, obtemos
x  Tx?
p(x) tot 5 (2.4)
3
f(1)

£(0)

Figura 2.2: Polinémio interpolador dado pela equagéo (2.4). A fungéo p(x) é dada pela curva em verde.

E importante observar que a solugao do sistema linear foi obtida de forma muito simples, utilizando
o método da eliminagdo gaussiana com pivoteamento. No entanto, a matriz de Vandermonde pode ser, por

muitas vezes, uma matriz mal condicionada®. Por exemplo, considere a tabela de dados Ruggiero and Lopes
(2000)

x [01 02 03 04
f | 5 13 4 -8

Tabela 2.1: Tabela com dados que ilustram o mal condicionamento de um sistema linear associado ao
interpolador polinomial

2Dizemos que uma matriz ou um sistema é mal condicionado quando a matriz do sistema é préxima de uma matriz singular. Dizemos
que um sistema linear é bem condicionado se pequenas mudangas nos coeficientes e/ou nos termos independentes acarretarem
pequenas mudangas na solugdo do sistema Ruggiero and Lopes (2000). O ndmero de condigao de uma matriz A é definido por
cond(A) = ||A|].||A~1||, sendo || - || uma norma de matrizes Watkins (2010). Se o nimero de condicionamento for maior que 1, entéo
temos um valor relativo do erro amplificado, enquanto um valor menor que 1 nos diz que o erro é atenuado
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A partir dos dados fornecidos na Tabela 2.1, construimos o seguinte sistema linear

ag + 0,1a; + 0,01as 4+ 0,001as =5
ap + O7 2&1 + 0, 04&2 + 0, 008@3 =13
ag + 0,3a1 + 0,098as + 0,027a3 = —4

(2.5)

ao + 0,4a; + 0,16a2 + 0,064a3 = —8

Novamente usando a eliminagdo gaussiana com pivoteamento, obtemos o seguinte polinémio in-
terpolador
p(z) = —66 4 1151.667z — 505022 + 6333.3332> (2.6)

Dependendo da aritmética de ponto flutuante da maquina, por exemplo, se considerarmos trés
digitos, obteriamos o seguinte polinémio interpolador

q(z) = (—0.66 x 10?) + (0.115 x 10*)z — (0.505 x 10*)z? + (0.633 x 10%)x3 (2.7)
O polindmio p dado na expresséo (2.6) satisfaz p(0,4) = —8 = f(0,4). No entanto, o polinémio ¢
dado na expresséo (2.7) é tal que ¢(0,4) = —10 # —8 = f(0,4). Portanto, podemos cair em um problema

mal condicionado, obtendo valores diferentes dos desejados.

Exercicio 2.1.1 (Exercicio adaptado de Ruggiero and Lopes (2000)) Considere a seguinte tabela de va-
lores

Temperatura(°C) 20 25 30 35 40
Calor especifico | 0,99907 | 0,99852 | 0,99826 | 0,99818 | 0,99828

Tabela 2.2: Tabela de temperatura x calor especifico

A partir da Tabela 2.2, determine:

1. A matriz de Vandermonde associada e o seu polinémio interpolador.
2. Esboce o grafico do polinbmio interpolador.

3. Utilizando seu polinémio interpolador, qual seria o valor aproximado do calor especifico da agua na
temperatura 32 ?

4. Considere agora uma nova tabela

Temperatura(°C) 20 30 40
Calor especifico | 0,99907 | 0,99826 | 0,99828

Tabela 2.3: Tabela de temperatura x calor especifico

Como vocé faria para estimar o valor da temperatura da agua sabendo que o calor especifico é
0,998377?
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2.2 Interpolador de Lagrange

Para evitar o uso da matriz de Vandermonde, temos outras formas de construir o polinémio inter-
polador que fita os dados. Nesta secao trataremos do Interpolador de Lagrange® Fornecido um conjunto de

n + 1 dados (xg,¥0), - - -, (Zn, yn), 0 polindmio de Lagrange é definido por
P(z) =yoLo(z) +y1L1(x) + ... + ynLn(), (2.8)
em que L;(z) s&o polindmios de grau n, para todo i € {0,1,...,n}, definidos pela fungéo 4;;*:
1, sei=
Li(xj) = (Sij = . (29)
0, sei#}j

Este polinbmio P, assim como o obtido a partir da matriz de Vandermonde, deve satisfazer a se-
guinte condicdo P(x¢) = yo, P(z1) = v1, ..., P(z,) = y,. Para isso, define-se cada polinémio L;(z) da
seguinte forma:

(x—z0)(x—2x1)...(r —mi—1)(@ — Tig1) ... (. — 2)

Ll(l) - (xi — IO)(xi — J,‘l) e (.’I,‘i — xi_l)(xi — -Ti-&-l) .. (-’Ifi - xn)

(2.10)

Perceba que os polinémios dados pela Equagéo (2.10) funcionam da seguinte forma, no numerador
se calcula o produto de todos os elementos na forma (x — xy ), pulando o termo (x — z;). J& no denominador,
considera-se o mesmo produto que aparece no numerador, mas no lugar de = coloca-se z;.

Veja que o polinbmio L;, na forma que foi construido, possui duas propriedades importantes. A
primeira é que ele tem grau n, ja que é obtida através de um produto de n termos que dependem de x. Além
disso, satisfaz a propriedade L;(x;) = ;5. De fato,

(i —xo)(wi —21) ... (s —2im1) (@i — Tig1) ... (T3 — 2n)

LZ(I.Z) - (l‘l — xo)(xl — .131) e (.231 — .23,'_1)(],‘,‘ — .CUH_l) e (.231 — mn)

=1

e considerando i # j, temos duas situagdes ou i < j ou i > j. Sem perda de generalidade, considere i > j.
Assim,

(. _ (l’j71’0)(ij(£1)...((£3'7.’5]')...(1’]'7(]]1‘_1)(.%]'7.%1‘_._1)...(%]'7.%“)
Ll( j) (.’El — .T())(.’L‘l — .%‘1) N (37@ — LL'Z',l)(CCi — .’Ei+1> N (37% — LL’n)
(xj —xo)(zj —21)...0.. . (x5 —zim1)(zj — Tig1) ... (@ — xp)
(Ii — l‘o)(l‘i — 331) e (QIZ — l'i—l)(xi — xi-&-l) e (QIZ — l‘n)
0

(.’L‘i — xo)(l‘i — .171) . (37@ — $i,1)($i — xi+1> N (37@ — -Tn)
= 0.

Observacéo 2.2.1 Caso tivesse considerado o caso em que i < j, o termo (x; — x;) apareceria entre
(x; — xit1) e (x; — x,,), obtendo o mesmo resultado apresentado acima.

A partir das propriedades enunciadas acima, temos entdo que o polinbmio P dado em (2.8) possui

3Na secdo anterior vimos que a resolugdo de um problema de interpolagdo pode ser enxergado como um problema de sistema
matricial dentro da area de Algebra Linear, levando a uma matriz de Vandermonde mal condicionada. Com o objetivo de evitar essa
abordagem, vamos para um estudo breve na area de Analise Numérica.

40 matematico Joseph-Louis de Lagrange definidiu uma base que melhora o condicionamento da matriz de Vandermonde. A ideia
por tras dessa abordagem foi buscar uma base do espago vetorial de tal forma que a diagonalizagdo da matriz original resultasse na
matriz identidade, tornando a resolugéo do sistema linear simples e direta. Essa abordagem é equivalente a recorrer a fungéo d;; dada
em (2.9).
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grau menor ou igual a n, e mais, P,(x;) = y; para todo ¢« € {0,1,...,n}. Para visualizar a segunda
propriedade, basta notar que

P(z;) = yoLo(x:) +y1Lla(zi) + ... +yiLi(z:) + ... + ynLn(zs)
= yoO4+y10+...+y;l+ ...+ 9,0
= 0+...4yi+...+0
= Y
Para ilustrar essa abordagem, vamos considerar os mesmos dados fornecidos no exemplo da segao
anterior, isto &, (7o, v0) = (—1,2), (x1,y1) = (0,—1) e (z2,y2) = (1,3)°. Assim, o polinémio de Lagrange é

dado por

P(z) = wyolLo(z) +y1L1(z) + y2La(z)

Vamos obter agora cada um dos polinémios L;.

L()((,E) =

Ll(x) =

LQ(Z) = ;

5Podemos denotar os dados tanto na forma de tabela = por f(z) ou na forma de coordenadas (z, f(x)) ou (z, ).
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Logo, obtemos o seguinte polindmio interpolador de Lagrange:

P(z) = 2Lo(x) — Li(x) + 3La(x)
2 2 g
= 2 —Z) —(—2%2+1 4z
(2 2) (—2* + )+3<2 +2)
= 22—x+2°? 1—|—§x2+f:r
2 2
T2
= — 4+ -=-1
2 +2

Perceba que obtivemos o mesmo polindmio interpolador que o fornecido na segdo anterior. Isso
ilustra o fato de que o polinémio produzido pelo processo de interpolagdo é sempre Unico. No entanto, esse
processo evita o uso de matrizes mé condicionadas.

Observacdo 2.2.2 E comum encontrar nos livros e artigos a notagdo para o polinémio de Lagrange na forma
de somatdrio e produtdrio, isto é,

P(x) =) yrLi(x),
k=0

em que

r—x
Li(z) = H M_
(z) — 24)
q=0,q#k
A primeira notagdo se chama somatdrio e nela esta incorporada a soma entre os termos que estao indexados
por k. A segunda notagdo se chama produtério e nela esta incorporada o produto entre os termos que estao
indexados por q. Além disso, para incorporar possiveis restricbes, é colocada uma condigdo de restricdo
juntamente com o indice. Por exemplo, existe uma restricao q # k no indice do produtdrio.

2.3 Fendémeno de Runge

Com a ferramenta produzida nas Ultimas seg¢des, a partir de um conjunto de dados é possivel
construir um polinémio de grau n que coincide com a fungéo f exatamente nos pontos z;, isto é, f(x;) =
p(x;). Ainda mais, vimos que esse polindmio sempre existe e € Unico.

Uma pergunta que surge é a seguinte, se é possivel fazer essa construgéo, entao é possivel cons-
truir um polinémio p de tal forma que f(xz) = p(z), para todo x de seu dominio? Apesar do conjunto dos
polinémios ser denso no espago das fungdes continuas®, mesmo que a sequéncia de polinémios {p, ()}
convirja para f(x) em [a, b], admitindo que {xg,x1,...,2,} cubra todo o intervalo [a,b], ndo necessaria-
mente temos que tal construgao produza um polinbmio p que convirja para f em todo o seu dominio. Para
ilustrar esse fato, considere o seguinte exemplo.

Exemplo 2.3.1 Seja o intervalo [—1, 1] particionado igualmente em n subintervalos (e consequentemente

emn+1 pontos) de tamanho h = z; —x;_1, sendoi = {0,1,...,n}. Cada ponto x; pode ser obtido fazendo
i =—1+ % Vamos agora considerar a seguinte fungdo f a ser interpolada
f@) = — @11)
r) = —= .
1+ 2522

6Dizer que um conjunto A é denso em um conjunto B significa que todo elemento de B pode ser aproximado por uma sequéncia
de elementos de A. No caso particular dos polin6mios, o Teorema de Aproximagao de Weierstrass Weierstrass (1885) assegura que
0 espago dos polindmios definidos num intervalo compacto [a, b] é denso no espago C([a, b]) das fungdes continuas com dominio em
[a, b], munido da norma || f||oo = sup;¢[q,s) | £ ()|, chamada de norma infinito.
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Vejamos entao na Figura 2.3 os polinémios interpoladores (construidos através do método de La-
grange) para diferentes valores de n.

0.5 0 05 1 = 0.5 o 05 1 1 05 2 05

(d) n = 5 partigbes e 6 pontos. (e) n = 6 parti¢cdes e 7 pontos. (f) n = 7 partigbes e 8 pontos.

0.5 0 0.5 1 Ta 05 0 0.5 05 o 0.5

(g) n = 8 partigbes e 9 pontos. (h) n = 9 partigdes e 10 pontos. (i) n = 10 partigdes e 11 pontos.
Figura 2.3: Interpolagdo por meio do método de Lagrange da funcdo f, dada em (2.11), para diferentes

particdes n igualmente espacadas. A fungdo em vermelho representa a fungao f e as fungdes em azul
representam os diferentes polinémios interpoladores em cada caso.

Observando o intervalo [—1, 1] é possivel perceber que existe uma divergéncia entre a fungdo f e
o interpolador g. Essa divergéncia pode ser melhor ilustrada na Figura 2.4.

AN pa)
a
2 N
-10
4
15
s 20
] 25
a5 a a5 1 -1 0.5 Q 0.5 1 -1 05 a 0.5
(a) Polinémio interpolador no inter- (b) Polindmio interpolador no inter- (c) Polinbmio interpolador no inter-
valo [-1.01,1.01]. valo [—1.05, 1.05]. valo [—1.09,1.09].

Figura 2.4: Polinémio interpolador de Lagrange de ordem 10 (em azul) e fungéo f (em vermelho), dada em
(2.11). As subfiguras 2.4a, 2.4b e 2.4c ilustram as mesmas fungdes mas em intervalos diferentes, a saber
[—1.01,1.01], [-1.05,1.05] e [—1.09, 1.09], respectivamente.
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Fora do intervalo [—1, 1] temos que |f(x) — p(x)| se torna arbitrariamente grande’, quando n au-
menta. Na verdade, é possivel demonstrar que no intervalo [—5, 5] as fungdes f e p divergem Isaacson and
Keller (1994).

O problema apresentado no Exemplo 2.3.1 € chamado de fenémeno de Runge. Para contornar
esse tipo de problema, é possivel utilizar diferentes mecanismos. Por exemplo, pode-se utilizar aproximagoes
por polindmios por meio de nés de Chebyshev Chebyshev (1854); Isaacson and Keller (1994); Ruggiero
and Lopes (2000). Neste caso, escolhe-se outros pontos a serem interpolados de tal forma que o erro seja
distribuido homogeneamente em todo intervalo. A Figura 2.5 ilustra o polinémio construido a partir do método
de nés de Chebyshev. Para mais detalhes consulte Marcos Eduardo Valle’'s Homepage.

T T N
SO e LA

NN

o
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1 1 0.5 0 0.5 1

(a) n = 2 partigdes e 3 pontos. (b) n = 3 parti¢des e 4 pontos. (c) n = 4 particoes e 5 pontos.

=
) /] T\ )
o.: | ) ch \M. 0.2‘/ \Xﬁ.

-1 -0.5 0 0.5 1 T -0.5 0 0.5 1 -1 0.5 0 0.5

(d) n = 5 parti¢cdes e 6 pontos. (e) n = 6 particdes e 7 pontos. (f) n = 7 particdes e 8 pontos.

=7 ’* ‘ /\ =

S A
o / \ " Do

i .;.// \\\m L / \&

1 0.5 0 0.5 1 -1 0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 o 0.5 L

(g) n = 8 particdes e 9 pontos. (h) n = 9 particdes e 10 pontos. (i) » = 10 particdes e 11 pontos.

Figura 2.5: Interpolagé@o por meio do método de nés de Chebyshev. A fungdo em azul representa a fungéo
f e as fungdes em vermelho representam os diferentes polindmios interpoladores em cada caso. Fonte:
Marcos Eduardo Valle’s Homepage.

Outras formas alternativas para se construir o interpolador seria por meio de aproximagdes por fun-
¢Oes racionais Trefethen (2013) ou aproximagdes por fungdes splines, onde se tem convergéncia garantida
Becker, Carey and Oden (1981).

70O médulo | f(z) — p(x)| é utilizado para poder “medir” a distancia entre os valores assumidos pela fungéo f e p em cada instante x.
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Capitulo 3

Método dos Quadrados Minimos

No capitulo anterior vimos como ajustar dados por meio de interpolagao polinomial.Estudamos
também os casos em que interpoladores ndo sdo aconselhaveis. Por exemplo, interpolagéo nao é a melhor
forma para extrapolar os dados, ou seja, ndo & recomendavel estimar valores que estdo fora do intervalo
considerado por meio de interpoladores. Este capitulo se dedica a discutir uma outra metodologia que
permite ajustar dados de tal forma que seja possivel extrapolar os dados com uma margem “aceitavel” de
erro.

Introduziremos o método dos quadrados minimos para o caso discreto, isto é, forneceremos um
método para ajustar uma fungéo f, sendo que s6 é conhecido alguns valores desta fungéo, digamos (f(z1),
f(x2), ..., f(zm)). Neste caso, os pares (z;, f(z;)), paratodo i = 1,...,m, representariam um conjunto de
dados. Depois de abordar o caso discreto, vamos generalizar o problema para o caso continuo, isto é, em
que se é conhecida a fungao f em todo o seu dominio.

3.1 Quadrados minimos caso discreto

O objetivo do método é escolher fungdes g1(z), g2(x), . . ., gn(z), chamadas de fungées de base, e
determinar coeficientes a1, as, . . ., o, de tal modo que a funcao

o(x;) = a191(x;) + a2g2(x;) + - - + angn (i),

se aproxime ao maximo de f(x;), paratodo: =1,...,n.

Veja que acima utilizamos a expressao “aproxime ao maximo”, isso significa que este método nao
necessariamente produz fungdes que passam exatamente em cima dos pontos tabelados (z;, f(x;)), como
no caso de interpolacdo. Por outro lado, é interessante observar que se o erro cometido nessa aproximagao
fosse zero, entdo teriamos que a fungdo ¢ passaria exatamente em cima dos dados, significando que o
método produziu um interpolador. Nesse sentido, a interpolagéo € um caso particular dentro do método de
quadrados minimos.

O método de quadrados minimos é construido a partir dessa nogao de estimativa de erro. Vamos
entdo fazer uma breve revisdo desta ideia. Para cada z;, 0 erro' , ou também podemos chamar de desvio

T Aqui 0 nome erro esté sendo utilizado para se referenciar ao erro absoluto x —Z, isto é, a diferencga entre o valor exato de um niimero
x e 0 seu valor aproximado/estimado z. O erro absoluto geralmente é denotado por A, = x — Z. Por outro lado, existe um outro
Tr—x

tipo de erro, o erro relativo que é definido pelo erro absoluto E A, dividido pelo valor aproximado 7, que € denotado por ER; = *=*.
Dependendo da ordem de grandeza dos nimeros envolvidos, o erro absoluto néo é indicado para descrever a precisdo de um calculo.
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em z;, € dado por d; = f(x;) — p(z;). Temos entdo como objetivo determinar os coeficientes a4, ..., a,, de
tal modo que d; seja minimo, para todo ¢ = 1,...,m. Para esse fim, recorremos a abordagem de minimizar
a soma dos quadrados dos desvios?, isto &,

m
min E d?

i=1

m

min Z(f(xi) - @(mi))Q
i=1

m

min Z(f(ffz) — (1g1(25) + a2ga () + -+ + angn(z;)))?

=1
min Y (f(i) — ong1(2i) — 22 (i) — - — Angn(2:)))? (3.1)
=1
Considere entdo F (a1, ..., a,) = (f(z:)— (11 (z;) +aaga(zi)+- - +angn(z;)))? umafungio que
depende de n varidveis. Assim, minimizar o problema (3.1) é equivalente a minimizar a fungdo F'(ay, .. ., ay)-
Sendo assim, precisamos determinar os valores (aq,...,«,) de tal modo que a‘% = 0, para todo k£ =
1,...,n. Pois bem, utilizando a regra da cadeia, concluimos que
OF oSN ((as) — cnga(es) — angal) — - — inga)(—gi ()
8&;9 - vt i 191\T; 292\ T; nIn\T; 9\ T;

.~ aF _ ’
Impondo a condigédo de que 2a; =0 concluimos que

2 Z (f(zi) — ong1(@i) — aga(@i) — -+ — ngn(®))(—gr(z)) =0
i=1
Z (f(xi) — a1g1(wi) — aaga(wi) — -+ — angn(x:))(gr(xi)) = 0
(f(ﬂ?i)gk(l‘i) - Oélgl(l‘i)gk(xi) - 04292(%)%(3%‘) — = angn(zi)gr(zi) =0,

i=1

paratodok=1,...,n.

Vamos escrever a expressao acima em forma de sistema, para cada &

Zgl(f(l’i)gl(l’i) —a191(73)g1(w5) — azge(wi)g1(xi) — - — Angn(i)g1(z:) =0
Z?;(f(xi)gﬂxi) —a191(73)g2(w;) — azge(wi)ge(2:i) — -+ — angn(zi)g2(zi) =0
Yot (f(@i)gn (i) — argr (i) gn (i) — aaga(@i)gn (i) — - — angn(@i)gn(zi) =0

Sendo assim, o erro relativo é, em geral, mais utilizado.
2Minimizar a soma dos quadrados dos desvios acarreta em minimizar cada parcela (f(z;) — @(z;))?, e consequentemente todos

f(zi) — o).
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que é equivalente a

[
L
—
-
—
=
&
S
—-
8

Yot argr(zi)g1 (i) + asga(wi)gr () + -+ - + angn(@i)gr (@) = 3;
>

g
7
i

IS
~—
By
—~
8
S
Q@
\)
—
8
N
=

Yoy ongi(@i)ga (i) + anga(wi)ga (i) + - + angn ()92 ()

Yo a1g1(@i)gn (i) + aaga (i) gn (i) + - - - + angn(Ti)gn () = Doimy (f (i) gn(24))

isto é, obtivemos um sistema linear com n incégnitas e n variaveis (aq, .. ., a,,). As equagdes desse sistema

linear sdo chamadas de equagbes normais.

Podemos escrever esse problema na forma matricial Aa = b, em que

Z;il 91(901‘)91(3%) 222192(171')91(551‘) E;il %(%)91(1&‘)

e S gi(@)ga(w) o ga(wi)ga(ws) - 30 gnl(wi)g2 ()

Yo g1(@)gn(ws) Yoty g2(@)gn (@) -+ 31y gn(@i)gn (@)

nxn

aq ZZL(f(ffz)gﬂxz))
(e%) Z:il(f(%)gz(xz))
o = : e b = :
n/ 1 2?;1 (f(xz)gn(xl)) nxl

Observacao 3.1.1

1. E importante observar que A é uma matriz simétrica;

2. Tanto os coeficientes da matriz A, quanto os coeficientes da matriz coluna b, podem ser vistos como o

produto interno (produto escalar) entre as fungbes de base a fungao f conhecida, isto é,
m
aij = (9, 95) = Zgi(xk)gj(ﬂfk)
k=1

m

by = (f.95) =>_ f(ax)g; (k)
k=1

. Se as fungbes de base g; forem linearmente independentes, entdo o determinante da matriz A é
diferente de zero, isto é, A é nao singular (invertivel). Isso implica que existira solugdo Unica para o
problema, ou seja, existem Unicos coeficientes a1, . . ., a,. E mais, os valores encontrados para esses
coeficientes de fato minimizam o erro;

. Naturalmente surge a seguinte pergunta, como escolher de forma apropriada as fungdes de base g; ?
Para isso, o mais recomendavel é observar o grafico dos dados ou se baseando em fundamentos
tedricos do experimento. Esse grafico é também conhecido como diagrama de disperséo;

. Se as fungbes de base possuem a seguinte propriedade (g;, g;) = 0, para todo i # j, e (g:,9;) # O,
para todo i = j, isto é, se as funcbes de base sdo ortogonais entre si, entdo a matriz A sera diagonal.
Essa abordagem é interessante ja que resulta em um processo simples de resolugdo do problema. E
ainda mais, polinbmios ortogonais séo facilmente construidos, desse modo, quadrados minimos via
polinémios ortogonais caracteriza uma otima abordagem, quando compativeis aos dados estudados.
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Exercicio 3.1.1 Considere o0 mesmo problema da temperatura x calor especifico enunciado no Capitulo
anterior (Exercicio 2.1.1). Faca o diagrama de dispersao e determine que tipo de fungdo de base vocé
utilizaria.

Exercicio 3.1.2 A partir da sua escolha no exercicio anterior, determine a fungdo p que ajusta os dados.

Exercicio 3.1.3 Uma vez construida a funcdo o, faga uma estimativa do calor especifico da dgua na tempe-
ratura 45°C.
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