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Distancia

Definimos a distancia entre dois pontos X; e X5 pela fungdo
d: R" — R dada por:

d(X1, X2) = |[X1 — X2

Exemplo:

A distancia entre X; = (1,2) e Xo = (5,—1) é
d(X1, %) = [I(1,2) = (5, -1)l
= [[A=52-(=1)
= Jar
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Elipse

Sejam F; e F, pontos distintos com distdncia 2¢ e a um nimero
real tal que a > c.

O lugar geométrico E dos pontos X tais que
d(X,F)+d(X, F)=2a

é chamado de elipse.
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e Os pontos F; e F, sdo chamados de foco da elipse;

e O segmento F1F> é chamado de segmento focal,
e O ponto médio do segmento focal é chamado de centro da elipse;

e O valor 2c é chamado de distancia focal;
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Elipse

e Qualquer segmento cujas extremidades pertencem a E é
chamado de corda da elipse;

e Os pontos A; e A» em que a reta focal intercepta a elipse, e os
pontos B; e B> em que a mediatriz do segmento focal intercepta a

elipse sdo chamados vértice;

e O comprimento de uma corda que contém um foco e é
perpendicular ao segmento focal é chamado de amplitude focal.
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Equacado da elipse

Sejam dois pontos F1 = (—c,0) e F, = (¢,0). Assim, um pponto
X = (x,y) pertence a elipse se, e somente se,
d(X, F)+d(X, F) = 2a.

Portanto,

\/(x+c)2+y2+\/(x—c)2+y2:2a

Isolando o primeiro termo da equagdo e elevando ambos os lados
ao quadrado, obtemos: (verifique essa passagem)

ay/(x — )2 +y? = a* — cx
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Elevando ao quadrado novamente, obtemos:
a*((x — c)* 4 y?) = a* — 22%cx + 2
que é equivalente a (verifique essa passagem)

(a® — ?)x* + a°y? = a*(a® — ?)

chamando b = v/a%2 — ¢2, temos que b?> = a*> — c? e assim

22 + a2y? = a2 b2

Dividindo toda equac3o por a?b?, temos:

— + 5 =1 (Equagdo da Elipse)
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Observacao:

No caso em que a = b = 1, obtemos uma circunferéncia de raio 1
e centro (0,0).

Lembrando que a equagdo geral de uma circunferéncia de raio r é
dada por

2

(x —x0)>+ (v — y0)? = r* (Equac3o da circunferéncia)

em que Xo = (X0, ¥0) € o centro da circunferéncia.
Esta férmula é obtida fazendo a seguinte relagdo d(X, Xo) = r,
isto é, o lugar geométrico em que todos os pontos X = (x, y)

distam r do ponto Xy = (xo, ¥0).
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Hipérbole

Sejam F; e F, pontos distintos com distancia 2¢, e a um niimero
real tal que 0 < a < c.

O lugar geométrico H dos pontos X tais que
|[d(X, F1) —d(X, F)| = 2a

é chamado de hipérbole.

Fy I
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Hipérbole

e Os pontos F; e F, s3o chamados de foco da hipérbole;
e O segmento F1F, é chamado de segmento focal,

e O ponto médio do segmento focal é chamado de centro da
hipérbole;

e O valor 2c é chamado de distincia focal;
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Hipérbole

e Qualquer segmento cujas extremidades pertencem a H é
chamado de corda da hipérbole;

e Os pontos A; e Ay em que a reta focal intercepta a hipérbole
sdo chamados de vértice;

e O comprimento de uma corda que contém um foco e é
perpendicular ao segmento focal é chamado de amplitude focal.
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Equacao da hipérbole

Sejam dois pontos F1 = (—c,0) e F» = (c,0). Assim, um pponto
X = (x,y) pertence a hipérbole se, e somente se,
d(X, F1) — d(X, F) = £2a.

Portanto,

(x+c)2+y2=42a++/(x—c)2+y2
Elevando ambos os lados ao quadrado, reagrupando os termos e
elevando novamente ao quadrado, obtemos: (verifique essa
passagem)

(C2 _ 32)X2 o 32y2 — a2(c2 _ 32)
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Chamando b = v/c2 — a2, temos que b? = c? — a2 e assim

b2 — a2y? = a2 b2

Dividindo toda equac3o por a’b?, temos:

X2 )2
== 1 (Equagdo da Hipérbole)
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Parabola

Sejam r uma reta e F um ponto n3o pertence a ela.

O lugar geométrico P dos pontos equidistantes de F e r é chamado
de parabola.
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Parabola

e O ponto F é chamado de foco;
e A reta é chamada de diretriz;

e O niimero positivo p tal que d(F,r) = 2p é chamado de
parametro da pardbola;

e A reta que contém o foco e é perpendicular a diretriz é chamada
de eixo;

e O ponto F é chamado de foco;
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Parabola

e A reta é chamada de diretriz;

e O ndmero positivo p tal que d(F,r) = 2p é chamado de
pardmetro da parabola;

e A reta que contém o foco e é perpendicular a diretriz é chamada
de eixo;

e Se H é o ponto de interseccdo da diretriz com o eixo, entdo o

ponto médio do segmento HF, denotado por V/, é chamado de
vértice.
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Sejam F = (p,0) o foco da pardbola e r : x = —p a reta diretriz.

Se X = (x,y), entdo d(X,r) = |x+p| e

d(X,F) = (x=p) +y*

Assim, X pertence a pardbola se, e somente se,

X+ pl=1/(x=p)* +y?
Elevando ambos lados ao quadrado, temos

x4+ p* = (x — p)> + y

Prof. Dr. Vinicius Wasques UNESP - Rio Claro

Geometria Analitica e Algebra Linear



Equivalentemente, temos:

x2+2px+p2:x2—2px—|—p2+y2

Simplificando,

y? = 4px (Equacio da Pardbola)
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Conicas

Uma conica é o lugar geométrico dos pontos X = (x,y) que
satisfazem uma equagdo de segundo grau g(x,y) =0, em que

g(x,y)=ax>+bxy + ey’ + dx + ey + f
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Conicas

e Os termos ax? e cy? sio chamados de termos quadraticos;
e O termo bxy é chamado de termo quadrdtico misto;
e Os termos dx e ey sdo chamados de lineares;

e O termo f é chamado de independente.
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Exemplo:

e Conjunto vazio A = ():
X*+y?+1=0

e Conjunto formado por um dnico ponto A= {(1,0)}:

2ty —2x+1=(x-17+y*=0

eRetar:y=—-x:

X242y +y> = (x+y)>=0
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Exemplo:

e Elipse :

x2 + 2y2 —1=0
e Hipérbole:

x>—y?-1=0
e Pardbola:
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Proposicao: Um subconjunto de 7w é uma cOnica se, e somente se:
e é 0 conjunto vazio ou

e é um ponto ou

e é uma reta (ou reunides de retas) ou

e é uma circunferéncia ou

e ¢ uma elipse ou

[ ]
(0N

uma hipérbole ou

e é uma parabola.
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Translacdo e rotacao

O ponto X = (x,y) é uma translagdo de P = (h, k), por

U=(u,v) se
x=h+u
y=k+v

O ponto X = (x,y) é uma rotacdo de U = (u, v) pelo angulo 6, se

{x = ucos(6) — vsen(0)

y = usen(0) + vcos(6)
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Aplicacido das translacoes e rotacoes

Objetivo: Simplificar a equagdo que da origem as conicas.

1) Eliminar os termos de 12 grau por translagdo:

ax> +bxy+cy’ + dxt+ey+f=0

(2
P +buv + &°4+Ff=0
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Através da translacdo x = h+ ue y = k + v, obtemos

gx,y) = glh+uk+v)

au? + buv + cv? + (2ah + bk + d)u
(bh+ 2ck + e)v + ah* + bhk + ck?
dh+ ek +f

+ o+

Prof. Dr. Vinicius Wasques UNESP - Rio Claro

Geometria Analitica e Algebra Linear



Observacao:

Veja que podemos reescrever a equagao

g(x,y)

glh+u k+v)
au® + buv 4 cv? + (2ah + bk + d)u

+ (bh+ 2ck + e)v + ah? + bhk + ck?
+ dh+ek+f

da seguinte forma:

g'(u,v) = glh+uk+v)

= au® + buv + cv? + (2ah + bk + d)u + (bh + 2ck + e)v + g(h, k)

em que g(h, k) = ah® + bhk + ck?® + dh + ek + f.
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Devemos agora determinar h e k de modo que

bk +2ah+d =20
2ck +bh+e=0

Esse sistema linear esta associado com a seguinte equagcao matricial

b 2a\ (k\ [(—d

2c b)\h) \-e
cuja solugdo depende do determinante da primeira matriz, isto é,
b?> — 4ac.

Prof. Dr. Vinicius Wasques UNESP - Rio Claro

Geometria Analitica e Algebra Linear



2) Eliminar os termos mistos de 22 grau por rotag3o:

ax®>+bxy+cy’ + dx+ey+f=0

I

2 4+ du+tév+f=0

3u + év
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Fazendo a substituicio
x = ucos(0) — vsen(0)
y = usen(0) + vcos(6)

obtemos: B B B
U +buv+evP+dut+év+f=0

3 = acos?(0) + Z2sen(20) + csen?(0)
b = (c — a)sen(26) + bcos(26)

¢ = asen?() — 2sen(26) + ccos?(0)
d = dcos(6) + esen(6)

€ = ecos(f) — dsen(6)

f

(Verifique essa substituicdo)
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Devemos agora determinar b = 0, isto &,

(c — a)sen(26) + bcos(20) =0

Se a = c, entdo cos(20) = 0 implicando que 6 = 7. (Determine os
valores de 3, b e € para esse caso.)

Se a # c, entdo

tg(20) = ~—
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Observacao:

Podemos obter os valores 3 e € através das raizes do polinémio de
segundo grau (em fungdo de \) obtido por

b
A3

a_
b
> c— A

=

A escolha das raizes para cada um desses valores depende da
escolha de 6, que estd vinculada a equacao

a—=«c¢

cos(20) = Fa
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Classificacdo de conicas

1) Procure eliminar por meio de uma translacdo os termos de 12
grau.

2) Admitindo que isso possa ser feito, procure eliminar o termo em
uv através de uma rotacao.

3) Chega-se a uma equagdo da forma
t°+ew?4+Ff=0
que ¢é de mais facil reconhecimento.

Observacao: Pode acontecer de n3o conseguirmos eliminar o
termo de 12 pela translacdo. Nesse caso, efetuamos apenas a
rotac3o.
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e Se b2 — 4ac < 0, ent3o a cdnica pode ser: vazio, ponto,
circunferéncia ou elipse (tipo eliptico);

e Se b?2 — 4ac =0, ent3o a cdnica pode ser: reta, unido de retas
paralelas, parabola ou vazio (tipo parabdlico);

e Se b?> —4ac > 0, entdo a conica pode ser: duas retas
concorrentes ou hipérbole (tipo hiperbdlico).
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Exemplo:

Classifique a conica

g(x,y):4x2—4xy—|—7y2—|—12x—|—6y—920
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Exemplo:

Classifique a conica

g(x,y) =4x*> —4xy + Ty + 12x + 6y —9 =10
Primeiro veja que b®> — 4ac = 16 — 4.4.7 < 0 o que significa que é
do tipo eliptico.

Por meio da translagdo x = u+ h e y = v + k, obtemos

4P+ 4uv +7v2 + (8h— 4k +12)u+ (—4h+ 14k +6)v+g(h, k) = 0
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Igualando os coeficientes v e v a 0, temos:

8h— 4k = —12
—4h + 14k = —6
e resolvendo o sistema temos h= —2 e k = —1.

Obtemos a nova equag3o:

4u? —duv +7v2 —24 =0
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Vamos eliminar agora o termo uv. Através da rotagcdo, obtemos

4

tg(20) = 3

assim, tomamos 260 no primeiro quadrante.

Calculando a e C através das raizes do polinémio associado a

4-x\ -2
27—

encontramos A =3 e A\ = 8.
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Como
-3

cos(26) = =z

e cos(260) > 0, para 20 no primeiro quadrante, entdo 3 < C.
Logo, 3=3eCc=38.

Portanto, a eugagdo obtida fica 3t2 + 8w? — 24 = 0, isto é,
(Verifique)

que é uma elipse.
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