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Espaco Vetorial

Um espaco vetorial V/, sobre um corpo K, é um conjunto que
satisfaz as seguintes propriedades:

1) Comutatividade (a+b = b+a);
2) Associatividade ((a+b)+c = a+(b+c));
3) Possui elemento neutro (0+a = a+0 = a);

4) Possui elemento oposto (0+a = a+0 = a);

Prof. Dr. Vinicius Wasques UNESP - Rio Claro

Geometria Analitica e Algebra Linear



5) Distributividade (a(a+b) = aa+ab);
6) Distributividade ((a + f)a = aa+fa);
7) Associativa ((af)a = a(fa);

8) Possui elemento identidade (1.a = a.1 = a);
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Exemplo:

Conjunto dos nimeros reais R sobre o corpo R é um espaco
vetorial.

Conjunto dos nimeros complexos C sobre o corpo R é um espaco
vetorial.

Conjunto dos niimeros reais R? sobre o corpo R é um espaco
vetorial.

Conjunto dos niimeros reais R3 sobre o corpo R é um espaco
vetorial.
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Subespaco Vetorial

Dizemos que um subconjunto U de um espaco vetorial V' é um
subespaco vetorial se as seguintes propriedades s3o vélidas:

a) U possui elemento neutro;
b) U possui elemento oposto;
c) Se u e v pertencem a U, entdo u + v pertence a U.

Todo subespaco vetorial é um espaco vetorial.
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Exemplo:

O conjunto das matrizes simétricas (A" = A) é um subespaco
vetorial;

O conjunto das matrizes anti-simétricas (—A" = A) é um
subespaco vetorial;

O conjunto das fungdes pares f(x) = f(—x) é um subespago
vetorial;

O conjunto das fungdes impares f(—x) = —f(x) é um subespaco
vetorial.

Argumente sobre essas afirmacgdes.

Prof. Dr. Vinicius Wasques UNESP - Rio Claro

Geometria Analitica e Algebra Linear



A partir daqui, quando falarmos: “Uma base para o espaco”
estamos nos referindo a um espaco vetorial.

Assim, dizer “uma base para um plano” é equivalente a dizer uma
base para R2.

Além disso, vamos dizer “uma base para um espaco” para nos
referir o espaco vetorial dado por R3.
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Produto escalar

O produto escalar (ou também chamado de produto interno) é
uma operacdo definida da seguinte forma:

{(a, b, ), (u,v,w)) = au+ bv+ cw

Veja que o produto escalar associa um par de vetores a um nidmero.
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Exemplo:

a) Calcule o produto escalar entre (1,2,3) e (-4,5,0).

((1,2,3),(~4,5,0)) = 1.(—4) +25+3.0 =6

b) Calcule o produto escalar entre (1,2) e (-1,0).

((1,2),(~1,0)) = 1.(-1) + 2.0 = -1
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Propriedades

Essa operagao tem as seguintes propriedades:
a)(d, @) > 0, mais precisamente, (i7, i) = 0 se, e somente se i = 0
b)<L77 \7> - <‘77 "T>

c){d, (V+ w)) = (d, V) + (T, w)
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Ortogonalidade via produto escalar

Dois vetores if e V s3o ditos ortogonais se

Como
<6, \7> —0

para qualquer vetor V, temos que o vetor nulo é ortogonal a todos
os vetores, conforme j& haviamos estabelecido anteriormente.
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Exemplo:

a) Verifique que os vetores (2,0,3) e (-3,3,2) sdo ortogonais

((2,0,3),(-3,3,2)) =2.(—3) +0.3+3.2=0

b) Verifique que os vetores (1,0) e (0,2) sdo ortogonais

((1,0),(0,2)) =1.0+ 0.2 =0
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Norma a partir de produto escalar

A norma Euclidiana que vimos anteriormente pode ser obtida
através de um produto escalar, isto é,

|dl| = v/{d, @)

Essa norma mede o tamanho de um vetor e generaliza nosso
conceito de médulo (também usado para medir o tamanho de
objetos unidimensionais).

Prof. Dr. Vinicius Wasques UNESP - Rio Claro

Geometria Analitica e Algebra Linear



Exemplo:

a) Calcule o tamanho do vetor (2,0,3) segundo a norma Euclidiana.

11(2,0,3)|| = V((2,0,3),(2,0,3)) = /22 +02 + 32 =

b) Calcule o tamanho do vetor (1,0) segundo a norma Euclidiana.

= V{(1,0),(1,0)) = V12 + 02 =1
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A partir de agora, podemos utilizar a norma Euclidiana para
verificar se um vetor é unitdrio ou n3o, isto é, quando ||d]| = 1,
assim como ocorre com o vetor dado no slide anterior.

Assim, para verificar se uma base é ortonormal podemos utilizar o
produto escalar para garantir esse fato.

Mostre que o conjunto {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, chamada de
base candnica, é uma base ortonormal para o espaco vetorial R3,
utilizando as ferramentas vistas nessa aula.
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Considere os seguintes vetores i e V, e o Angulo 8 formado entre

eles.

<k

Pela lei dos cossenos, temos que:

1PQI2 = |11 + |72 — 21| ||| #]]cos(9)
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Veja que ||@||2 pode ser escrito como

1PQI = [[1? + 171> — 2 (d, )

Verifique a afirmacdo feita acima.

Assim, substituindo na equacdo original e simplificando os termos
obtemos:

(d,v) = [|d][-[V]].cos(0)
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Definimos o angulo entre os vetores i e V pelo § que satisfaz:

@9
<os(8) = T

Veja que dois vetores sdo ortgonais se, e somente se § = 90°.

UNESP - Rio Claro




Exemplo:

Calcule o adngulo entre os vetores (1,2) e (1,-1).
1(1,2)]| = V5

1L, -1)l = v2

((1,2),(1,-1)) = ~1
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Produto vetorial

O produto vetorial entre os vetores i = (a, b, c) e V= (d,e, f) é
definido por
i

J
UANV=det b
e

-0 x

a
d
Essa operacao produz como resultado um vetor, diferente do que
ocorre no caso do produto escalar.
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A matriz contém uma linha com as direcdes i, j, k. Essa é uma
outra forma de denotar um vetor w = (a, b, ¢), ou seja, w também
pode ser escrito como

w = ai + bf+ ck

UNESP - Rio Claro




Isso significa que:

os valores que multiplicam i devem ser colocados na primeira
coordenada do vetor 7' A V.

os valores que multiplicam j devem ser colocados na segunda
coordenada do vetor i’ A V.

os valores que multiplicam k devem ser colocados na terceira
coordenada do vetor 7 A V.
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Exemplo:

Calcule o produto vetorial entre & = (1,2,0) e v =(3,0,1).

Assim,

Verifique o determinante calculado acima.
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Propriedades do produto vetorial

a) Se e Vsio L.D., entdo GAV =0

b) Se e v sdo L.I., entdo ||d A V|| = ||d]].||V]|sen(8) (||d A V||
representa a area do paralelogramo definido pelos vetores 7' e V);

c) Se e Vsdo L.l entdo 7 A V é ortogonal a i e V,
simultaneamente;

d) Se e vV sdo L.l entdo o conjunto {7, V, U A vV} é uma base
para o espaco vetorial R3.

Prof. Dr. Vinicius Wasques UNESP - Rio Claro

Geometria Analitica e Algebra Linear



Para determinar uma base para R3 é sempre necessario tomar um
conjunto gerador com trés vetores L.I.

O produto vetorial é uma ferramenta poderosa para construir uma
base para um espaco vetorial.

A partir de dois vetores L.I. podemos gerar um terceiro vetor que,
juntamente com os anteriores, formam uma base.

Mostre que os vetores (1,2,3) e (2,1,-3) sdo L.I. e a partir deles
construa uma base para o espaco vetorial R3.
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