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Resumo

O foco desse curso é estudar sistemas evolutivos discretos ou continuos, em que o
campo é descrito de maneira implicita por meio de uma base de regras fuzzy. A deno-
minagdo “p-fuzzy” vem do fato de conhecermos parcialmente o campo de dire¢des,
o qual é modelado por uma colecdo de regras fuzzy, de acordo com o especialista do
fendmeno modelado. Ao optarmos por um sistema evolutivo em tempo continuo, o
sistema p-fuzzy reproduz a solu¢do de um problema de valor inicial, dado por uma
equacdo diferencial cldssica. Por outro lado, se o sistema for discreto, o sistema p-
fuzzy reproduz uma solugao de uma equagio de diferencas. E possivel provar que
quanto mais refinado for essa cole¢do de regras, mais préximo do campo tedrico ela
se torna. Veremos entdo, sistemas baseados em regras fuzzy, métodos de inferéncia
de Mamdani, Larsen e Tagaki-Sugeno, métodos de defuzzificagdo e, por fim, aplica-
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¢oes em modelos de dindmica populacional, quimica, economia, epidemiologia, entre
outros.

Palavras-chave: Base de Regras Fuzzy, Defuzzificagdo, Inferéncia de Mamdani,
Inferéncia de Larsen, Inferéncia de Takagi-Sugeno, Sistemas p-Fuzzy.

Piblico-alvo. Nivel graduacao.

Pré-requisitos. Calculo diferencial e integral e no¢des de conjuntos fuzzy.

1 Introducao

A teoria de conjuntos fuzzy introduzida em 1965 por Lofti A. Zadeh [31], possibilita in-
cluir aspectos de incertezas na modelagem de certos fenomenos matematicamente. Essa
teoria estabelece que as pertinéncias de elementos a determinados “conjuntos” sdo gra-
duados, cujos graus variam entre 0 e 1, em que 1 significa total pertinéncia e 0 significa a
ndo pertinéncia ao conjunto fuzzy.

Esse minicurso utiliza conceitos na area de l6gica fuzzy, que surgem através da modela-
gem de varidveis linguisticas como “em torno de” , “aproximadamente”, “alto” e “baixo”
de modo a relaxar a propriedade atribuida a varidvel. Por exemplo, na teoria classica
ndo ha dificuldades em verificar que o conjunto dos niimeros reais que sdo maiores que
0 e menores ou iguais que 1 é determinado pelo intervalo (0, 1]. Por outro lado, a tarefa
de determinar os elementos que sdo “proximos” de 0 tem uma certa subjetividade, que

depende do contexto e do modelador.

Na literatura o termo “légica fuzzy” é usado de duas formas diferentes: na teoria conjun-
tista a fim de manipular informacgdes inexatas, através de uma teoria de conjunto fuzzy
geral; e 16gica no sentido de “calculo proposicional”, de modo a estender a légica classica
[4, 21].

A formulagdo matemadtica de incertezas via logica fuzzy se diferencia da probabilidade,
pois, enquanto a estatistica lida com incertezas antes dos eventos ocorrerem, a matematica
fuzzy considera incertezas mesmo apo6s o evento. Por exemplo, no lancamento de uma
moeda a probabilidade estima a “chance” de cara ou coroa, sendo que ap6s o lancamento
ndo hé incerteza. Enquanto a légica fuzzy infere sobre o resultado, se as faces da moeda
ndo sdo nitidas.

O foco do minicurso é modelar sistemas de equagdes diferenciais e/ou a diferencas, atra-
vés de sistemas parcialmente fuzzy (sistemas p-fuzzy) [22, 3, 10, 9, 2]. Tais sistemas repro-
duzem “trajetrias” que aproximam trajetérias de sistema dindmico cldssico cujo campo é
determinado por uma funcdo tedrica f : R" — R™. A estratégia é modelar a fungdo f por
um controlador fuzzy, isto é, f(x) ~ D(I(F(x))), em que F é um operador (fuzzuficador)
que associa cada entrada x € R" a um conjunto fuzzy, I é um método de inferéncia fuzzy
e D é um operador (defuzzificador) que associa cada conjunto fuzzy a um vetor em R".
Essa metodologia serd detalhada na Secdo 3.
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2 Preliminares

Todo subconjunto cldssico de um universo U pode ser caracterizado em termos de sua
fungdo caracteristica (também chamada de funcdo indicadora) da seguinte forma. Dado
um subconjunto A de um universo U, a fun¢do caracteristica de A, x4 : U — {0,1}, é
definida por

l,sex e A

xalx) = {0,56 x¢& A

A funcdo caracteristica de um namero real 2 € R é dada por x {u}(x) =1,se x = aou
X{a} (x) =0, se x # a. A Figura 1 ilustra a funcdo caracteristica x (A}-

XA A

>
U
Figura 1: Representagdo gréfica da fungéo caracteristica x4}-

Um subconjunto fuzzy é determinado a partir da extensdo do contradominio da funcao
caracteristica, conforme a defini¢do dada a seguir.

Definicao 1 (Subconjunto fuzzy). Seja U um conjunto universo. O subconjunto fuzzy A de U
é caracterizado por sua fungio de pertinéncia ¢ o : U — [0, 1].

A fungédo de pertinéncia deve ser entendida da seguinte forma. O valor ¢ 4(x) em [0, 1]
é o grau de pertinéncia que o elemento x estd em A, de modo que sua pertinéncia a A é
tanto maior quanto maior for ¢ 4(x) [4]. A classe de todos os subconjuntos fuzzy de U é
denotada por F(U).

Veja que um subconjunto cldssico A é, em particular, um subconjunto fuzzy. Para isso,
bastar tomar ¢4 = xa.

Exemplo 1. Seja F o subconjunto de N dado por F = {n € IN : n é pequeno}. Se a
propriedade “pequeno” for precisamente definida, o conjunto F é um conjunto cldssico,
caracterizado por sua fungdo indicadora. Por exemplo, sejam os nimeros “pequenos”
abaixode 4,istoé F = {n € N : n <4} ={0,1,2,3,4}, entdo ¢r(0) = ¢r(1) = ¢r(2) =
¢r(3) = ¢r(4) =Le ¢r(5) = ¢r(6) = ... = 0.
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Figura 2: Representacao grafica do conjunto cldssico F = {n € N : n < 4}.

No exemplo acima a propriedade “pequeno” é precisamente definida. No entanto, de-
pendendo da situagdo, ndo é razodvel que 4 seja considerado “pequeno” enquanto 5 néo.
Com intuito de ndo fazer uma passagem “brusca” podemos adotar uma funcédo para des-
crever essa passagem mais suave. Tal fungdo deve ser coerente com o termo “pequeno”
no sentido que se x for pequeno e y < x, entdo y também deve ser pequeno, ou seja, a
funcdo ¢r deve ser decrescente.

Exemplo 2. Considere a funcdo de pertinéncia dada por

(1)

5—n
221 se0<n<4
@F(")Z{ > :

0 ,sen >4

Através da fungdo de pertinéncia ¢r os nameros 0, 1,2, 3,4 sdo considerados pequenos,
mas com diferentes graus de pertinéncia. Isto é, ¢r(0) = 1, ¢r(1) = 0,8, ¢r(2) = 0,6,
¢r(3) = 0,4 e ¢r(4) = 0,2. Portanto, no caso fuzzy além de indicar quais elementos
possuem a propriedade estabelecida pelo conjunto F, tem-se também um ranqueamento
sobre o grau de pertinéncia (veja Figura 3).
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Figura 3: Representacdo grafica do conjunto fuzzy F, com ¢r dada por (1).

Operacdes entre conjuntos fuzzy:
Sejam A, B C U.
* Caso cldssico:

1. Unido: A unido AUB = {x € U : x € A oux € B} cuja fungdo caracteristica é
dada por

1,sex € Aoux € B
O,sex¢& Aex ¢ B

XauB(x) = { ,

pode ser reescrita como

xaus(x) = max{xa(x), xg(x)},Vx € U;

2. Intersecc¢do: A interseccido ANB = {x € U : x € Aex € B} cuja fungdo
caracteristica é dada por

l,sexce Aex €B
O,sex¢ Aoux ¢ B

4

XanB(x) = {

pode ser reescrita como

Xang(x) = min{xa(x), xg(x)},Vx € U;

3. Complemento (A€ ou A’): O conjunto complementar A’ = {x € U : x ¢ A}
cuja funcdo caracteristica é dada por

(x) = 1,sex ¢ A
XA B O,sex e A

pode ser reescrita em termos da fung¢do de pertinéncia de A, isto é,

xa(x) =1—xa(x),Vx € U.

5
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Note que o conjunto universo U, tem funcdo de pertinéncia x;(x) = 1, para todo
x € U e o conjuto vazio, denotado por @, tem fungdo de pertinéncia xyp(x) = 0,
para todo x € U.

e Caso fuzzy:

As operagdes anteriores podem ser estendidas, como seguem. Sejam A e B sub-
conjuntos fuzzy de U. Entdo tem-se as seguintes operagdes entre conjuntos fuzzy
[16].

1. Unido: A unido entre conjuntos fuzzy é dada pela funcdo de pertinéncia

¢aup(x) = max{ga(x), @p(x)},Vx € U

2. Intersecgdo: A interseccdo entre conjuntos fuzzy é dada pela funcdo de perti-
néncia
¢ans(x) = min{ga(x), pp(x)},Vx € U;

3. Complemento: O complementar (A’) de um conjunto fuzzy A é dada pela
funcédo de pertinéncia

pa(x) =1—¢@a(x),Vx e U.
A Figura 4 ilustra tais operagdes entre conjuntos fuzzy.

A A B AUB

A} ANB A A’

U U

Figura 4: Representacdo grafica das operag¢des de unido, intersec¢cdo e complementar (em
azul) de conjuntos fuzzy.

Nota: Como ilustrado na Figura 4, no caso fuzzy pode ocorrer de AN A’ # @.

Produto cartesiano fuzzy

Sejam A; subconjunto fuzzy de U;, A subconjunto fuzzy de Uy, ..., A, subconjunto
fuzzy de U,. O produto cartesiano A; x Ay X ... x A, é o subconjunto fuzzy de U; x
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Uy x ... x Uy, cuja fungdo de pertinéncia é ¢4, x ayx..x4, : U X Uz X ... x Uy, — [0,1] é
dada por

PA x Ay x An (X1, X2, 000, X0) = @A, (X1) N @ay(x2) Ao Apa,(Xn),
em que A\ denota o operador minimo [21].

Por exemplo, se A é subconjunto fuzzy de U e B é subconjunto fuzzy de V, o produto
cartesiano fuzzy A x B, tem fun¢do de pertinéncia dada por gaxp : U X V — [0,1] em
que [3]

Paxp(,0) = @a(u) A ¢p(v) = min{ga(u), pp(v)}.

A seguir apresentamos a nogado de relagao fuzzy [4, 7].

Definicdo 2. Sejam os universos Uy, Uy, ..., Uy,. Uma relagdo fuzzy R é um subconjunto fuzzy de
Uy x Uy X ... x Uy, cuja fungdo de pertinéncia é dada por g : U; x Uy x ... x U, — [0,1].

O simbolo ¢r(x1, x2, ..., X, ) representa a pertinéncia de (x1, x2, ..., X,) a R e pode ser inter-
pretado como o grau com que X1, X, ..., X, estdo relacionados segundo a relagao R.

A composicdo de rela¢des bindrias fuzzy é dada da seguinte forma. Sejam U,V e W
conjuntos universos, R uma relacdo fuzzy de U x V e S outra relacdo de V x W. A relacéo
T =RoSdel x W é definida por

Pros (4, w) = sup[min{gg(u,v), ps(v,w)}].

veV

Definic¢ao 3 (Regra de composi¢do de inferéncia). Sejam U e V dois conjuntos e R uma
relagdo fuzzy bindria sobre Ux V. A relagio R define um funcional de F(U) em F (V) que, a
cada elemento A € F(U), faz corresponder o elemento B € F (V) cuja fungdo de pertinéncia é
dada por

@8(Y) = ¢r(a)(y) = supmin{ga(x), pr(x,y)}]. (2)

xel

Essa composigio é conhecida como regra de composigdo de inferéncia e serd utilizada mais adiante
nesse texto.

Uma variavel linguistica é uma varidvel cujo valor é dado qualitativamente por termos
linguisticos (que estabelece um adjetivo da varidvel) e quantitativamente por uma funcéo
de pertinéncia (um conjunto fuzzy).
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Variavel Linguistica

Temperatura

Termos
linguisticos

Baixa Média  Alta

Figura 5: Variaveis linguisticas traduzidas por conjuntos fuzzy.

Sistema Baseado em Regras Fuzzy (SBRF)

Esse é um dos primeiro tépicos para entendermos os sistemas p-fuzzy. Um Sistema Ba-
seado em Regras Fuzzy (SBRF), especificamente controladores fuzzy, é caracterizado por
quatro componentes essenciais [21]: um mdédulo de entrada (fuzzyficacdo), um médulo de
base de regras, um médulo de inferéncia fuzzy e um moédulo de saida (defuzzyficagio).
Esses médulos sao representados através do diagrama dado na Figura 6.

Base de Regras

Entrada real Saida real
——p- Fuzzificador ¥ Defuzzificador —s——
W N
> Inferéncia >
\
r4
D(I(F(x)))

Figura 6: Diagrama de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy (SBRF). O simbolo
D(I(F(x))) é uma notagdo funcional do SBRF.

¢ Médulo de fuzzificagdo: etapa em que as varidveis de entrada reais sdo “traduzidas”
por conjuntos fuzzy;

* Regras fuzzy: sdo formadas por regras da forma “Se entrada, entdo saida”. As va-

8
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ridveis de entrada fazem parte do “dominio” e a saida do “contradominio” do con-
trolador. Cada conjunto fuzzy dado nas entradas sdo chamados de antecedentes,
enquanto os das saidas sdo chamados de consequentes.

Uma base de regras fuzzy é dada por um conjunto (uma tabela) de regras R; da seguinte
forma

Ri:Sex1éAj1e...ex, é Ay, entaiou; é Bjpe ... e uy € Byy,.
Rr:Sex1éAyye...ex, é Ay, entdiou; é Byye ... e uy € Byy,. 3)

Ry:Sex1éApe...ex, €Ay, entiou; € Byre ... ey € Byy.

em que xi € a k-ésima varidvel de entrada, Aj é o k-ésimo conjunto fuzzy “antecedente”
daregra i, u; é a j-ésima variavel de saida e B;; € 0 j-ésimo conjunto fuzzy “consequente”
do indicei, parai=1,...,p,k=1,...,nej=1,...,m.

Na Figura 7 representamos graficamente uma base com 5 regras, cada uma com uma
entrada e uma saida (andlogo a uma fung¢do de R em R).

u, Ry
B 4 R3 R5

Bg R?

BZ R1

1 W:X
1

Ay Ay Az Ay A;

Figura 7: Representagdo gréfica das regras fuzzy (A;, B;),i = 1,...,4 e (As,B3). Os tri-
angulos em azul representam os antecedentes, os tridngulos vermelhos representam os
consequentes e as regides em cinza representam as regras.

* Método de inferéncia fuzzy sdo os métodos que permitem manipular cada entrada
de modo a obter uma saida. Os métodos estudados nesse minicurso sdo o de Mam-
dani, Larsen e o de Takagi-Sugeno, apresentados adiante;

* Defuzzificagdo: constitui em representar um conjunto fuzzy através de um ntmero
real. Aqui utilizaremos o centréide ou centro de massa (CM)

Yioq uipp(u;)
i—1 ¢B(u;)

CM(B) = caso discreto e

9
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_ Jr u@p(u)du
Jr ¢B(u)du

O método é ilustrado na Figura 8.

CM(B) caso continuo.

YA
1
@ o
0 Centro de U
Massa

Figura 8: Representacdo grafica do centro de massa de um conjunto fuzzy.

A seguir apresentamos 0 método de inferéncia via Mamdani.
Método de inferéncia de Mamdani

Dada uma base de regras fuzzy, como em (3), é possivel definir uma relacdo fuzzy R a
partir dos antecedentes A;; e dos consequentes B;;. A seguir destacamos a de Mamdani.

A relagdo fuzzy de Mamdani M, definida em (X3 x ... x X;;) x (Uy X ... x Uy), é dada

pela funcdo de pertinéncia

em(x1, .o X U, ) = QR (X1, X UL, U) V
PRy (X1, - Xy UL, ooy Up) V

(PRp(xll* . ‘Ixnlull' . '/uTI’Z)/

onde

PR, (X1, XUt um) = (@a (X)) A A @A, (X0)) A 4)
(9B, (u1) A ... A @B, (ttm))

paratodoi=1,...,p.

Em outras palavras, a relagdo fuzzy M nada mais é que a unido dos produtos cartesianos
fuzzy entre os antecedentes e os consequentes de cada regra.

Para um subconjunto fuzzy de entrada A; x ... x A, de Xj x ... X X}, o conjunto fuzzy
de saida By X ... X By, de U; x ... x Uy, pelo método de inferéncia de Mamdani, é dado

10
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por Ao M = B, cuja funcdo de pertinéncia é dada por

¢B(u) = (@aom)(u) = sgcp{qu(X) ANom(x,u)t,

emque A=A X...xApex = (xy,...,%).

Exemplo 3. Dada a base de regras, com duas entradas e uma saida

4

Rl ZSGXéAll eyéAlz, entéouéBl
Ry :Sexé Ay ey é Ay, entdou é By

(5)

a Figura 9 ilustra a saida B, para a entrada (A;, A2) pelo método de inferéncia de Mam-

dani. As fungdes de pertinéncia de cada relacdo fuzzy R; sdo dadas por

PRy (x'y'u) = (qull (x) NPAp (y)) N @B, (u)
¢R2(X,y,u) = (¢A21 (x) N @Ay, (y)) A ¢Bz(“)/

de modo que a funcdo de pertinéncia da relagdo M é
om(x,y,u) = @r, (X, y, 1) V r, (X, y, ).
Assim, o conjunto fuzzy da saida final B tem funcdo de pertinéncia dada por

@p(u) = ?u};{(%l(x) AN@a,(y)) A om(x,u)}.
X,y

Esse processo pode ser ilustrado através da Figura 9.

11

(6)

(7)
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A Ay Ay Aps By
R, v _l _— _____________
Y U
By

Ry | /[ ¥-N--mmd--f-N\f - fom o

U
B =B;UDB,

U U U

Figura 9: As duas primeiras linhas representam graficamente as regras R; e R, com saidas
parciais By e By para entradas A; e Ap. A terceira linha representa a saida B produzida

via Mamdani.

No Exemplo 3 as entradas A; e Ay, bem como a saida sdo fuzzy. O caso mais comum e de
maior interesse é entradas e saidas dadas por nimeros reais. No método de inferéncia de
Mamdani, a saida sempre é um conjunto fuzzy. Para obter um ntiimero real precisamos

defuzzificar a saida. O exemplo abaixo ilustra esse comentdrio.

Exemplo 4. Dada a base de regras

Ri:SexéAjpeyé Ay, entdou é By
Ry:Sexé Apyjeyé Ay, entdou é By

como no exemplo anterior.

Vamos ilustrar o método de inferéncia de Mamdani para uma entrada (a;,a4,) € R
As fungdes de pertinéncia para R; sdo obtidas da mesma forma que (6) e a fungédo de
pertinéncia da relagdo de Mamdani (M) é dada exatamente como (7) do Exemplo 3.

A maior alteracdo é na férmula (8) que fornece a saida B,

funcao caracteristica

7

1 se(x,y)=(ay,a
X(ul,az)(xry) = { boy) = (@, a2) .

0 caso contrario

Resumidamente, a partir dessa entrada o sistema atua da seguinte forma

defuz.

({11,112) E]R2—>B —ucR.

12

pois a fungdo de entrada é a
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By

Ry

Saida =

=y

Figura 10: A regido em cinza B representa a saida do sistema por Mamdani e 7 € R
representa o valor defuzzificado de B.

O exemplo a seguir foi tirado de [14] e serve para deixar claro o potencial de controlador
fuzzy na “simulacdo” de uma fun¢do matemética em que, na nossa opinido, é impossivel
escolher uma fungéo classica para modelar esse exemplo.

Exemplo 5 (Vitalidade das Violetas). Violeta é um tipo de flor muito apreciada pelos apai-
xonados por plantas. Para que tenha longa vida sdo necessédrios pequenos cuidados dia-
rios. Por exemplo:

* Ser exposta de meia a uma hora ao Sol pela manha ou pela tarde (pois a radiacdo
UVB é menor nessas horas).

¢ Ser regada com aproximadamente 33 ml.

Assim, dados valores de quantidade de d4gua (ml) e de quantidade de exposi¢do ao Sol
(em minutos), podemos modelar a “vitalidade das violetas”, via sistemas baseados em
regras fuzzy.

Para essa modelagem temos entdo dois antecedentes: quantidade de dgua e tempo de
exposicdo no Sol; e um consequente: vitalidade das violetas. Para a quantidade de agua
(ml), adotamos dominio [0,65] e valores fuzzy dados por conjuntos fuzzy triangulares
como na Figura 11(a). Ja o tempo de exposi¢do ao Sol (em minutos) o dominio é dado
por [0,95], cujos valores linguisticos sdo dados por conjuntos fuzzy triangulares como na
Figura 11(b). Por fim, o dominio da varidvel de saida vitalidade da violeta é [0,1] com
termos linguisticos dados pelos conjuntos fuzzy triangulares na Figura 12.

A base de regras proposta para essa modelagem, de acordo com um “especialista”, é dada

13
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1 Pequena Media G'randei Pequené ' ' Medio ' Grénde_
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=4 o
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~

Grau de pertinéncia
o
~

Grau de pertinéncia
o
N

©
)

o

o

I
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Agua Sol
(a) Antecedente quantidade de dgua (A) (b) Antecedente exposigdo ao Sol (S)

Figura 11: Fungdes de pertinéncia dos antecedentes.

Ruim Media ‘ " Boa]

Grau de pertinéncia
N o o
R o [e~]

o
)

o

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Vitalidade

Figura 12: Consequente vitalidade das violetas (V)

na Tabela 1.

Com essa base de regras em maos é “possivel” monitorar a vitalidade da violeta a partir
de cuidados. Por exemplo, para uma quantidade de d4gua a = 40 ml e tempo de exposi¢do
ao Sol de s = 60 min, 0 método de inferéncia de Mamdani fornece um conjunto fuzzy de
saida, cujo valor obtido ap6s a defuzzificacdo, é dado por v = 0,625. Este é o valor da
vitalidade, numa escala de 0 a 1, que pode ser interpretado como “médio (alto)” para a
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Sol(S)/Agua (A) | pequena | média | grande
pequeno média boa ruim
médio média boa ruim
grande ruim | média | ruim

Tabela 1: Base de regras para o problema de vitalidade das violetas

vitalidade da violeta.

Note que, a cada entrada (a,s) € R? — v € R, ou seja, implicitamente estamos diante de
uma funcdo F : R> — R.

As imagens deste exemplo foram produzidas através do software MatLab. A superficie
obtida da saida do SBRF pode ser vista na Figura 13.

Sol 0 o 10

Agua

Figura 13: Superficie obtida através da saida do SBRF via Mamdani, para o exemplo de
vitalidade da violeta.
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O método de Mamdani foi aplicado no estudo de estadiamento do cancer de préstata por
Castanho [8] e posteriormente por Silveira et al [29].

A seguir o método de inferéncia fuzzy via Larsen é apresentado.
2.1 Método de inferéncia fuzzy de Larsen

O método de inferéncia fuzzy de Larsen é dado de modo similar ao método de inferéncia
de Mamdani. A diferenca entre os dois métodos é que Larsen propde o uso do operador
produto no lugar do operador minimo, na pertinéncia dada em (4). Isto €, as fungdes de
pertinéncia de ¢, via método de Larsen sdo dadas por

R, (X1, XUt i) = (@A, (X)) A A @A, (X0)) - (@B, (1) Ao A @B, (Um)) (9)

A Figura 14 ilustra o método de Larsen a partir de entradas crisp. Perceba que os con-
juntos fuzzy Bj e B, (tridngulos em vermelho) da Figura 14 sdo distintos dos obtidos via
método de Mandani (veja Figura 10).

Ry
| R
vV
Ry
| R
‘B
Saida =
R

Figura 14: A regido em cinza B representa a saida do sistema por Larsen.

Para ilustrar a diferenca entre os métodos de inferéncia de Mamdani e Larsen, vamos
reproduzir o problema da vitalidade das violetas utilizando agora o método de Larsen.

Exemplo 6 (Vitalidade das Violetas via método de Larsen). Considere os mesmo conjun-
tos fuzzy de entrada (veja Figura 11) e saida (veja Figura 12), bem como a base de regras
dada pela Tabela 1.

Tomando os mesmos valores de entrada (como no exemplo de Mamdani) 4 = 40 ml e
s = 60 min, a saida obtida pelo método de inferéncia de Larsen é dada por v = 0, 646,
significando que a vitalidade pode ser interpretada como “média (alta)”.
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A fim de comparacdo, as Figuras 15 e 16 ilustram respectivamente as saidas dos métodos
de Mamdani e Larsen, no software MatLab [17].
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Saida=0,625 !

Agua =40 Sol =60

Figura 15: Método de Mamdani para o problema de vitalidade das violetas, cuja saida é
v=20,625.
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Saida = 0,646 '

Figura 16: Método de Larsen para o problema de vitalidade das violetas, cuja saida é
v = 0, 646.

Nos Apéndices A.1 e A.2, como alternativa ao MatLab [17], implementamos os Exemplos
5 e 6 em Pyhton via biblioteca Simpful [30].
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A seguir o método de inferéncia fuzzy via Takagi-Sugeno é apresentado.
2.2 Meétodo de inferéncia fuzzy de Tagaki-Sugeno

Diferentemente do método de Mamdani, o método de Takagi-Sugeno tem fun¢des como
consequentes no SBREF. Isto é, as regras sdo do tipo: “Se x é alto, entdo y = ax + b”. De um
modo geral, o SBRF via Tagaki-Sugeno é dado por

Ri:SexiéAj1e ... ex,é Ay, entdoy; = g1(x1, X2, ..., Xn).
Ry:Sexié Ay e ... exy,é Ay, entdo yy = g2(Xx1, X2, 0, Xn).

Ry:SexiéApe...ex, é Ay, entdioy, = Sp(x1, X2, .00, Xp).

A saida obtida por esse sistema é fornecida da seguinte forma

P
1 wj.gj(xl,xz,..., Xn)
]:

em que wj = @a,(x1) A+ A @a, (xn) paratodoj=1,...,p.

Exemplo 7. Considere o seguinte SBRF dado pelo método de Takagi-Sugeno.

Ry :Sexé Ay, entdioy; = x +2
Ry :Se x é Ap, entdo yp = 2x

para todo x € [0, 6], cujas fungdes de pertinéncia dos conjuntos fuzzy A; e A, sdo dados
respectivamente por

1, se 0<x<2
pa(x)=¢2—1x, se2<x<4,
0, sex >4
e
0, sex <2
Pa,(x) =¢3x—1, se2<x<4.
1, sed <x<6

Note que ¢4, (x) + ¢4,(x) = 1, para todo x € [0,6]. Assim, a saida obtida é dada por

P, () (x +2) 4 @a,(x)(2x)
YA, (x) + (PAz(x)

y(x) = @a,(0)(x +2) + ¢4, (x)(2%).
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YA

YA ¥4,

Figura 17: Representagdo gréfica da funcdo de saida y dada em (11). A linha continua
representa a saida y, a linha tracejada representa a fun¢do y; = x + 2 e a linha pontilhada
representa a fungdo y, = 2x.

Portanto,
x+2 se 0<x<2
y(x) =< 2(x2—2x+8) se 2<x<4. (11)
2x se 4<x<6

Na Figura (17), podemos visualizar a solucdo (12). No Apéndice A.3 implementamos esse
exemplo em Pyhton via biblioteca Simpful [30].
Exemplo 8. Considere a base de regras:

Ry : Se x é pequeno, entdaoy = 0,7x + 7,2

R; : Se x é médio, entdoy = —0,3x +5,5 ,
Rz : Se x é grande, entdo y = x

em que os conjuntos fuzzy antecedentes sdo dados na Figura 18. A saida obtida pelo
sistema € a funcao, cujo o gréfico é visto na Figura 19.
Exemplo 9. Considere a base de regras dada por:

Ry : Se x é pequeno e y é pequeno, entdoz = —x +y — 1
R; : Se x é pequeno e y é grande, entdo z = —0,7y + 4

7

R3 : Se x é grande e y é pequeno, entdo z = —0,5x + 2
R4 :Se x é grande e y é grande, entdoz = x +y +3

em que os antecedentes desse sistema sao representados na Figura 20.

A saida desse SBRF ¢é dada pela Figura 21.
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Figura 18: Conjuntos fuzzy de entrada para o SBRF.

10 A

=100 -5 50 -25 00 25 50 75 100
X

Figura 19: Saida do SBRF via Takagi-Sugeno.

Nos Exemplos 8 e 9 utilizamos a biblioteca Simpful [30] do Python para a implementacéo.

Os exemplos abaixo tem como objetivo tragar um paralelo dos métodos de inférencia
fuzzy como métodos cldssicos de obtencdo de uma funcdo a partir de um conjunto de
dados. A base de regras faz o papel do conjunto de dados. J4 o método de obtencdo
da relagdo fuzzy (Mamdani, Larsen, Takagi-Sugeno) faz papel do método para obter a
fungdo (minimos quadrados ou interpolacdo polinomial) no caso cldssico.

Exemplo 10. Para tracar um paralelo do método de Mamdani com métodos cléssicos a
partir de um conjunto de dados (base de regras ou tabela) considere a base de regras

Se X entdo Y
A1=(0;1;2) | (1,2,3) = By
Ay =(1;2;4) | (2,3,4) =B,
Az = (3;4;5) | (0;1;2) = B3
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Figura 20: Antecedentes do SBRF via Tagaki-Sugeno. A Subfigura da esquerda representa
os conjuntos fuzzy associados a x. A Subfigura da direita representa os conjuntos fuzzy
associados a y.

Figura 21: Superficie obtida através da saida do SBRF via Tagaki-Sugeno.

a) Supondo a entrada x = 1,5, faga uma figura representando a saida B = Ao M
obtida pelo método de inferéncia de Mamdani para a base de regras acima. Faga o
mesmo para a entrada x = 3,5;

b) A partir do centro de massa, defuzzifique as saidas obtidas no item a).

Resolucdo a) e b): A saida obtida pelo sistema baseado em regras fuzzy, a partir
da entrada x = 1,5 é dada pela regido azul na Figura 22. A regido amarela ilustra
as regras que a entrada estad ativando. Em vermelho, temos a saida y = 2,5 obtida
pelo sistema, através do centro de massas. De modo similar, a Figura 23 representa
asaida y = 1,74, obtida a partir da entrada x = 3,5.
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X Y

R’ A i ) iBl

A B
Ry A3 3
0 1 2 3 4 5
B=MoA |
1,5 0 1 25 4

Figura 22: SBRF via método de Mamdani do item 1 a), para x = 1,5.

X Y
AN Ay - by

Ry

A i i B
R3 413 3

0 1 2 3 4 9]
| B=MoA
3,0 0 1 174 3 4

Figura 23: SBRF via método de Mamdani do item 1 a), para x = 3,5.

¢) Utilizando o método de inferéncia de Larsen (9), repita os itens a) e b).

Resolugdo: A partir da entrada x = 1,5 obtemos a saida y = 2,5, através do centro
de massas e para a entrada x = 3,5 obtemos a a saida y = 1,67, através do centro
de massas. As Figuras 24 e 25 ilustram o método de Larsen para entra x = 1,5 e
x = 3,5, respectivamente.

d) Supondo que os dados da tabela fossem precisos, isto €, se x; = 1 entdo y; = 2, se
xp = 2 entdo y» = 3 e se x3 = 4 entdo y3 = 1. Obtenha uma func¢do y = f(x) por
minimos quadrados, onde f é um polindmio de segundo grau;

Resolugdo: Tomando a fungdo f(x) = ax? + bx + ¢, temos que a partir dos dados
fornecidos o método do minimos quadrados produz

_ 1 2 5
f(x) = 3+3x 3

e) Determine 7 = f(1,5) ey = f(3,5) usando a f do item d). Compare esses resultados
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X Y

i Al Bl
R’

R yd ’
0 1 2 3 4 5
B=MoA |
1,5 0 1 2 925 3 4

Figura 24: SBRF via método de Larsen do item c), para x = 1,5.

X Y

Ry

A By

3,9 0 1 2 3 4

Figura 25: SBRF via método de Larsen do item c), para x = 3,5.

com os encontrados no item b) e c).

Resolugio: Utilizando a fungdo obtida no item anterior, temos que f(1,5) = 2, 6667.
Como visto no item b), o SBRF produz como saida defuzzificada y = 2,5. Temos
também que f(3,5) = 2, enquanto que a saida obtida pelo SBRF é y = 1,74. Ja no
item c), o SBRF produz como saida defuzzificada para as entradas x = 1,5ex = 3,5
osvaloresy = 2,5ey = 1,67 respectivamente. Portanto, nota-se que o SBRF fornece
valores que sdo proximos da fungdo f obtida pelo método de minimos quadrados.

Para visualizar melhor essa comparacao, veja a Figura 26. Note que a base de regras
aproxima a funcdo f, de modo que quanto maior o ntimero de regras, melhor serd a
aproximacgao.
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RA
4

By 1 \

A, Ay A,

Figura 26: Representacdo grafica da base de regras e fun¢do f do Exemplo 10.

Exemplo 11. Considere a seguinte base de regras:

R; : Se x é baixo(A1), entdoy; = x + 2
Ry : Se x é alto(Ap), entdoy, =4 — x

onde
(.X')_ _%/ 0§X§4 e (x)_ %/ 0§X§4:
P4 o 0, caso contrario. P4, 1 0, caso contrério. *
a) Use o método de inferéncia de Takagi-Sugeno para obter a saida geral no dominio
[0, 4].

+ 3 = 1, entdo

=

Resolugdo: Como wy +wy = @a,(x) + @a,(x) =1 —

@A, (1) (X +2) + 9, (x) (4 — X)

I 94, (1) + o, ()
y = ( ) (x+2) +(z)(4—x)
y = %( 2x2 + 6x +8).

b) Determine y para x = 3.

Resolugdo: Do item anterior, temos que
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c) Represente graficamente a base de regras e a fung¢do obtida pelo método de Takagi-
Sugeno.

Resolucdo: A base de regras para esse exercicio pode ser vista na Figura 27 e a
fungédo obtida como saida do sistema via Tagaki-Sugeno por ser vista na Figura 28.

/
rA

y=4—x}, 4

y=x+2

YA, PA,

Figura 27: Base de regras e a fun¢do f dada pela saida do método Tagaki-Sugeno para o
Exemplo 11.

A Figura 28 ilustra a saida do método via Tagaki-Sugeno através do software Ma-
tLab [17]. A curva em azul da Figura 28 é a mesma que a curva representada por
uma linha continua na Figura 27.

301

251

2101

13-115.

10 A

0.5 1

0.0

00 05 10 15 20 25 30 5 40
X

Figura 28: Saida do sistema obtida pelo método de Tagaki-Sugeno o para o Exemplo 11.
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3 Sistemas p-Fuzzy

Como dito na introdugdo, os sistemas p-fuzzy estudados nessa segéo se utilizam predo-
minantemente do método de inferéncia fuzzy de Mamdani.

A denominagdo "sistemas p-fuzzy'significa sistemas parcialmente fuzzy. Esse tipo de
abordagem estuda problemas em que o campo de dire¢des de uma equagdo diferencial
ou de diferenca, associada a um Problema de Valor Inicial (PVI) ou de Contorno (PVC), é
conhecido apenas qualitativamente.

Este minicurso se dedica a estudar entdo problemas da seguinte forma

sendo que o campo de dire¢des descrito por f é parcialmente conhecido e sera descrito
por uma base de regras fuzzy, consistente com o modelo a ser estudado.

Sendo assim, tais problemas se apresentam da seguinte forma.

¢ Caso discreto:

classico ) p-fuzzy )
(1) = { N _IW = { s = DUFE)

A solugéo do sistema (I) é dada pelos métodos classicos conhecidos, desde que f
seja conhecida. Mas o interesse aqui é supor que f é conhecida apenas “parcial-
mente” através das principais propriedades do fendmeno em questdo. Neste caso,
veremos que o controlador fuzzy é capaz de “produzir” uma “fungdo” F(-) a par-
tir das tais propriedades conhecidas. Assim, as solugdes que investigaremos (¥ 1)
devem ter propriedade de X ~ xy.

e Caso continuo:

Como no caso discreto, com F(-) em maos, a solucdo que interessa é a do sistema
(II), e a solugdo %, é dada por algum método numérico para Equagdes Diferenciais
Ordinadrias (E.D.O), como por exemplo o de Euler (ou de Runge-Kutta) [24]

Xp1 = %n + hD(I(F(%0))),

onde h é o passo.

z

Assim, o principal foco do curso é apresentar cada passo para se chegar na funcdo
D(I(F)) : R" — R™. Embora seu grande poder de aplicagdo seja na industria de con-
trole e automagéo, nés temos utilizado essa teoria voltada para fendmenos biol6gicos tais
como estratégias no controle de pragas, previsao de incéndio florestal, modelagem de
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propagacdo de doencgas além de aspectos matematicos puramente teérico, como equa-
¢Oes diferenciais. Aqui, essa abordagem serd aplicada em alguns modelos em biomate-
matica [26], economia [25] e quimica [27] a fim de ilustrar as vantagens de se considerar
aproximacoes de solugdes via sistemas p-fuzzy.

A subjetividade suportada pelos sistemas p-fuzzy se refere a imprecisdes quanto aos es-
tados iniciais das varidveis e quanto aos parametros.

Com a finalidade de facilitar a notacao trocaremos (D(I(F(x))) por SBRF¢(x) . Ressalta-
mos que, com o aumento de regras temos SBRPf(x) — f(x). Consequentemente, espera-
se que a trajetéria via p-fuzzy se aproxime daquela via métodos cldssicos. O exemplo
abaixo é para ilustrar esse fato.

Exemplo 12. Em dindmica de populagdes é aceito o principio:

“Em cada instante t, a taxa de variacdo de uma populagio é diretamente proporcional ao tamanho

da populagio”
Malthus modelou essa lei pelo PVI
dx
E = Ax

, (12)
x(tg) = x0 € R

cuja solugdo é x(t) = xpe.

Agora a partir da lei é possivel escrever a base de regras, considerando ¢ como entrada e
variagdo ‘é—f como saida. Aqui adotaremos apenas quatro regras para o SBRF
dx 4

R; : Se a populagdo x for muito pouca, entdo a Vaziagéo ‘7 € muito pouca.
X

R; : Se a populagéo x for pouca, entdo a variagdo 4; € pouca. (13)
Rz : Se a populacdo x for média, entdo a variagdo % é média.
Ry : Se a populacdo x for muita, entdo a variagdo % é muita.
Nesse caso, as variaveis linguisticas sdo modeladas pelos conjuntos fuzzy dados nas Fi-
guras 29(a) (antecedentes) e 29(b) (consequentes).
A solugédo x(t) do modelo p-fuzzy é dada através do método classico de Euler:
Xpt1 = Xn +hSBRFf(xy),
em que SBRF¢(x,) representa a saida do SBREF, produzido pelo controlador fuzzy. Por
exemplo, se h = 0,1 e xg = 2, temos que SBRF¢(xg) ~ 4,1062 e assim

x1=x9+h- SBRFf(XO) =2+0,1-4,1062 ~ 2,4106,

e o processo de iteracdo continua de modo similar para x, x3,. .., Xj.

Com isso, a partir da base de regras dada em (13), obtem-se a seguinte solu¢do dada na
Figura 30.
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(a) Conjuntos fuzzy para o antecedente populacdo (b) Conjuntos fuzzy para o consequente taxa de va-
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Figura 29: Conjuntos fuzzy para o antecedente (Subfigura 29(a)) e consequente (Subfigura
29(b)).
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Malthus p-fuzzy
sol. crisp
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Figura 30: Solugdes do modelo de Malthus via sistema p-fuzzy (linha pontilhada em azul)
e via EDO (linha em verde). Os pardmetros utilizados foramh = 0,1, xo =2e A = 0,47.

4 Aplicacoes

Neste capitulo vamos apresentar aplicagdes de sistemas p-fuzzy em diversos modelos
na area de biomatemadtica, quimica e economia. A Secdo 4.1 trata especificamente dos
modelos de Verhulst (também conhecido como logistico), tanto na versdo discreta como
continua, via sistemas p-fuzzy. Na Se¢do 4.2 apresentamos uma aplicacdo do tipo presa-
predador, introduzida por Lotka-Volterra. Na Segdo 4.3 tratamos do famoso problema
epidemioldgico SIR (Suscetivel-Infectado-Recuperado). Ja na Segdo 4.4 trazemos uma
aplicacdo na drea de quimica para investigar o comportamento da dindmica de reac¢Ges
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quimicas consecutivas. Na Se¢ao 4.5 apresentamos uma aplicacdo no modelo econdmico
de Goodwin. Por fim, na Se¢do 4.6 trazemos uma breve discussdo sobre equilibrio e esta-
bilidade de sistemas p-fuzzy.

4.1 Modelos populacionais com tinica populacdo e limitacao de recursos

O primeiro modelo matematico populacional que se conhece é o de Malthus, visto ante-
riormente. Esse ¢ um modelo que ndo pressupde algum tipo de limitacdo (por espago,
alimentos, recursos em geral) e isso faz com que a populagdo cresca exponencialmente.
Vimos esse comportamento tanto a partir da solu¢do do PVI (12), como a partir da meto-
dologia p-fuzzy.

A seguir apresentamos o modelo populacional com limitagdo de recursos. O estudo com-
pleto desse caso pode ser encontrado em [4, 12] na versdo continua, e em [26] na versado
discreta.

4.1.1 Estudo do Modelo p-fuzzy de Verhulst

Em geral (na versdo discreta ou continua), o modelo de Verhulst (também conhecido
como logistico) tem como hipétese que, devido a limitagdo de recursos, ha competicdo
entre os individuos [6]. Como veremos, essa hip6tese requer um “ajuste” no modelo de
Malthus.

Comecamos com o modelo de Verhulst, versao discreta via sistemas p-fuzzy em modelos
populacionais, com tnica populagdo como é o de Verhulst.

e C(Caso discreto:

O modelo populacional discreto de Verhulst é descrito pela equagao de diferencas logis-
tica
Xpy1 = AXy (1 - xn) ’ (14)

em que a varidvel x, é a densidade populacional da n-ésima geragdo. Esse modelo apre-
senta um comportamento complexo em relagdo ao pardmetro A, incluindo bifurcagdes e
caos [6, 26].

Vamos fazer um resumo do estudo de (14) via teoria classica de equagdes a diferecas. O
unico estado estaciondrio da Equagdo (14) é dada por

1
x=1—= 1
X T (15)

que é assintoticamente estdvel se 1 < A < 3. Para A > 3, o modelo logistico discreto
apresenta uma sequéncia de bifurcagoes, levando a uma dindmica complexa.

Aqui focamos em trés casos especiais:

i) SeA € (1,2), entdo o estado estaciondrio em (15) é um atrator global e a sequéncia
dada por (14) converge monotonicamente para X (veja a solucdo analitica dada na
Figura 33).
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ii) SeA € (2,3), entdo o estado estaciondrio em (15) é um atrator global e a sequén-
cia (14) converge para X, mas ndo monotonicamente (veja a solugao analitica dada
na Figura 34).

iii) SeA € (3,1+ \/6), entdo o estado é oscilatério de periodo 2, isto €, a sequén-
cia (14) assume apenas dois valores fixos que se alternam, digamos x7 e X3, dados
pelas raizes

— A+ +/(A=3)(A+1)

1= 27
) — A+ -y (A=3)(A+1)
Xy = R .

Nesse caso, o ponto fixo X é instavel (veja a solucdo analitica dada na Figura 35).
e Analise de (14) via p-fuzzy:

Aqui adotamos um sistema baseado em regras fuzzy e a solugdo é dada por

Xpi1 = FRBSf(xn), x(0) =x € R, (16)

A solugdo do sistema (16) é obtida por

Xp1 = Xn + DXy, (17)
sendo que a variagdo da fun¢do Ax, é a saida do controlador fuzzy na k-ésima iteragdo
[26].

Considerando X como a varidvel de entrada e AX a de saida, temos a base de regras tipica
para modelo logistico.

r1: Se X é “baixa” (A1), entdo a variagdo (AX) é “baixa positiva” (Bp).

rp : Se X é “média baixa” (Ay), entdo a variagdo (AX) é “média positiva” (B3).

r3: Se X é “média” (Az), entdo a variacdo (AX) é “alta positiva” (By).

r4: Se X é “média alta” (A4) entdo a variagdo (AX) é “média positiva” (Bs).

r5: Se X é “alta” (As) entdo a varia¢do (AX) é “baixa positiva” (Bp).

16 1 Se X é “muito alta” (Ae) entdo a variagdo (AX) é “baixa negativa” (B1).
em que cada conjunto A; e B; podem ser vistos nas Figuras 31 e 32.

O estado estaciondrio X é utilizado para simular as solu¢des das Figuras 33 e 34. Para o
caso da Figura 35, em que A > 3, temos 2-ciclos. A capaciadade suporte X* é dada pela
média entre X1 e X;. Com respeito aos consequentes, definimos Ls,, = 2 |Lin f ‘

No primeiro caso da Figura 33 podemos observar a convergéncia mondtona e assintética
da solugdo parax =1 — % ~ 0,474. O segundo caso (Figura 34) ilustra a convergéncia da

solucdo parax = 1 — 21—8 ~ 0,643, que se da de forma oscilatéria. Por fim, o terceiro caso
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A1 A2 A3 A4 A5 A6

Xo X

Figura 31: Antecedentes da populagdo X para o modelo logistico, em que X representa
a populacdo inicial e X* a capacidade suporte do meio.

0.8 F

0.6 -

0.4+

0.2+

0

Linf 0 Lsup

Figura 32: Consequentes da variagio AX para o modelo logistico, em que [Li,f, Lsup]
representa o intervalo de valores possivel para AX.

(Figura 35) apresenta a dinamica de bifurcacdo, com oscilagdo de periodo 2 assumindo
os valores X ~ 0,5902 e x; ~ 0,7377. Assim, cada um dos casos ilustram que o sistema
p-fuzzy capta o comportamento dindmico do caso cléssico.
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0,474 |
0.4 |
For A =1.9
031 p-fuzzy solution | |
—+8&— analytic solution
0.2 |
0.1F |

0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 33: Solugédo discreta obtida pelo sistema p-fuzzy (17) e solucdo analitica do modelo
logistico (14), para A = 1,9 e x ~ 0,474.

0.643 ]
0.5 ]
For A =2.8
0.41 p-fuzzy solution | |
0.3+ —&— analytic solution| |
0.2 ]
0.1 ]
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 34: Solugédo discreta obtida pelo sistema p-fuzzy (17) e solucdo analitica do modelo
logistico (14), para A = 2,8 e x ~ 0, 643.

e (Caso continuo:
O modelo tradicional de Verhulst para crescimento populacional é regido pelo seguinte
PVI
dx ax(l—x> ldx a<1_x>
{dt B K = {xdt B K/ . (18)
x(to) = Xy x(to) = X0
onde a é a razdo de crescimento intrinsica e K é a capacidade suporte.
As solugdes cléassicas de (18), que representam as populagdes x(t) em cada instante £, sdo

dadas por
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0.7377

0.5902

For A =3.05

047 p-fuzzy solution | |

03r —&— analytic solution

0.1r y

0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 35: Solugédo discreta obtida pelo sistema p-fuzzy (17) e solucdo analitica do modelo
logistico (14), para A = 3,05, x1 ~ 0,5902 e X ~ 0,7377.

K
(£ —De 41

x(t) = (19)
Logo,
x é crescente se xgp < K
x é constante se xo = K ,
x é decrescente se xg > K

e tem a forma representada na Figura 36.

300
x0 =275
2501
225+

x0 =K
175

Populagio

0 i s i i I >,
0 5 10 15 20 25 1

Tampo

Figura 36: Trajetérias do modelo continuo de Verhulst com capacidade suporte K = 200
e condicdes iniciais xy = 25, xo = 200 e xg = 270.
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e Solugdo via p-fuzzy:

No p-fuzzy ndo precisamos conhecer explicitamente a expressdo (18). Aqui ela é apre-
sentada apenas com a finalidade de comparar as propriedades qualitativas das trajetorias
classicas com as produzidas pelo sistema p-fuzzy continuo.

Modelo de Verhulst p-fuzzy via Mamdani e Larsen

Para tragarmos um paralelo nas formula¢des das regras fuzzy com o modelo classico,
analisaremos

1dx X
il <1 — %) = f(x), (20)
em que f é afim.

Note que a Equacédo (20) esta escrita em func¢do da taxa de crescimento especifico. Esta
formulacdo facilita a elaboragdo das regras do sistema p-fuzzy. A “construcdo” das regras
a partir da variagdo percentual por unidade de tempo pode, em alguns casos, ser mais

intuitiva que a formulagao a partir das variag¢des absolutas.

Apenas para efeito de nota¢do, denotaremos X para a populacdo (entrada) e =— (sa1da)
para a taxa de crescimento relativa por unidade de tempo (ou taxa de crecimento especi-
fico).

De acordo com a Equacdo (20), temos que as regras para a variagdo especifica devem
“decrescer” com x. O suporte da saida deve estar entre -0,2 e 1.

“altissima” (Ag) entdo a ‘fff ¢ “baixa negativa” (Bg)

R; : Se (X) é “muito baixa” (A1) entdo a %‘fff é “alta positiva” (Bj)
Ry :Se (X) é ba1xa (Ay) entdo a )1(‘2( ¢ “alta positiva” (B, = Bq)
R3 : Se (X) é “média” (A3) entdo a }1(‘2( é “média positiva” (B3)
Ry : Se (X) é “média alta” (A4) entdo a + X ¢ “média positiva” (By = Bj)
Rs: Se (X) é “alta” (As) entdo a +2X ¢ “baixa positiva” (Bs)
(X) ¢

Tabela 2: Regras para o modelo fuzzy (20).

As Figuras 37 e 38 ilustram os conjuntos fuzzy dos antecedentes e consequentes da Tabela
2. A implementagdo deste exemplo utilizando a biblioteca Simpful [30] do Python pode
ser vista no Apéndice A.4 deste livro.

Para efeito de ilustracdo optamos pelo método numérico de Euler para obter a solucdo
via p-fuzzy (para a funcao SBRF¢(x,)) e chegamos:

Xpi1 = Xp + hanBRFf(xn),

cuja representagdo grafica pode ser vista na Figura 39 com passo h = 0, 001.

As regras da Tabela 2 estdo de acordo com as principais caracteristicas de um modelo ge-
ral de populagdo com crescimento inibido que seja regulado por uma capacidade suporte.
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Figura 37: Fungdes de pertinéncia da populacdo X.
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Figura 38: Fun¢des de pertinéncia da variagado especifica % d

&

O modelo de Verhulst é um caso particular. Além desse, com pequenas modificacdes, a
mesma base de regras poderia servir para os modelos inibidos de Gompertz, de Montroll,

de von Bertalanfty, etc [3].

A Figura 40 apresenta a trajetéria do modelo p-fuzzy continuo de Verhulst pelo método
de inferéncia de Larsen (veja Equagdo (9)), através do software MatLab [17]. Para essa
simulacdo foram consideradas as mesmas fun¢des de pertinéncia para a entrada (veja
Figura 37) e saida (veja Figura 38) do caso do método de Mamdani, bem como a base de
regras (veja a Tabela 2). A Figura 40 também ilustra a comparagdo das trajetérias obtidas
pelos métodos de Mamdani (linha preta continua) e Larsen (linha preta tracejada).
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Figura 39: Trajetéria do modelo p-fuzzy continuo referente a Tabela 2. Curva continua
com xp = 10 e curva tracejada com xp = 240.
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—Logistico p-fuzzy Mamdani
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o o
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Figura 40: Trajetéria do modelo p-fuzzy continuo com xy = 10 através do método de
inferéncia fuzzy de Larsen (linha tracejada) e Mamdani (linha continua).

Modelo de Verhulst p-fuzzy via Takagi-Sugeno

Para o controlador do tipo Takagi-Sugeno, que as vezes fornece explicitamente a fun¢do
saida (veja Exemplo 11) a metodologia p-fuzzy pode se tornar redundante ja que, neste
caso o PVI classico é equivalente ao p-fuzzy, isto é,

dx
(&
x(to)

SBRF(x)
X0

) {x<

dx
o = S
i’o) = Xp

onde f é a fun¢do que sai do controlador. Para ilustrar essa observagdo, vamos usar usar
controlador Takagi-Sugeno no modelo de Verhulst (logistico).
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Considere a seguinte base de regras:

Ry : Se x é pequeno (A7), entdo f1 = g
1% p
Ry : Se x é grande (Ay), entdo fr = 5 i
onde
(x) = 1—x, 0<x<1 o (x) = x, 0<x<1
P - 0, caso contrario. P4, 1 0, caso contrério.

d
A variagdo d—f = f(x) obtida pelo sistema de inferéncia Takagi-Sugeno é dada por

o, ()(3) + o (x) ()
94, () + 9, (%)

f) = a-0(3)+ (5w

flx) = x—x*=x(1—-x). (21)

0.25 A

020 1

015 1

fix)

0L A

005 1

000 1

00 0z 04 06 08 10
X

Figura 41: Funcdo (21) obtida pelo método de inferéncia Takagi-Sugeno.
A Figura 41 ilustra a variagdo obtida pelo método de inferéncia de Tagaki-Sugeno.

Usando o método numérico de Euler, obtemos a curva apresentada na Figura 42 como
solucdo do p-fuzzy.
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Figura 42: Solucdo do modelo de Verhulst via p-fuzzy com o método de inferéncia de
Takagi-Sugeno.
4.2 Modelos com vdrias varidveis de entrada e vdrias de saida

A mesma técnica utilizada no caso unidimensional pode ser estendida para o caso n-
dimensional. Por exemplo, considerando um PVI bidimensional dado por

( dx
d_t = SBRFf(x,y),
dy _
o = SBRE(x,y), (22)

x(a) =x0 € R,
L y(a) =yo €R.

o método de Euler pode ser novamente utilizado, considerando como saida as taxas es-
pecificas de variagdo, obtendo as estimativas da seguinte forma:

Xpi1 = Xp +h - SBRFf(xn, Yn),

Yni1 = Yn + h- SBRFg(xn;yn) p

onde h € o passo e SBRFy, SBRF, sdo as aplicacdes (saidas) produzidas pelo controlador
tuzzy.
4.2.1 Modelo presa-predador de Lotka-Volterra

Por volta de 1925, Lotka e Volterra desenvolveram um dos modelos matematicos de mais
largo uso e de destacada importancia para representar intera¢des entre presas e seus pre-
dadores. Tal modelo é conhecido como Modelo Presa-Predador de Lotka-Volterra [13, 6].
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O modelo criado por Volterra foi bem aceito por explicar as alteragdes observadas nas
populagdes de pescadas e tubardes no Mar Adriatico, por ocasido da paralisagdo das ati-
vidades pesqueiras devido a I Guerra Mundial e posterior retomada, quando do término
da guerra.

O modelo presa-predador cléssico de Lotka-Volterra pressupde que:

1. Tanto as presas como os predadores estdo distribuidos uniformemente num mesmo
habitat, ou seja, todos os predadores tém a mesma chance de encontrar cada presa;

2. O encontro entre os elementos das duas espécies seja ao acaso, a uma taxa propor-
cional ao tamanho das duas populagdes, ja que quanto maior o ntimero de presas,
mais fécil serd encontra-las e quanto mais predadores, maior o nimero de ataques;

3. A populacdo de presas cresce exponencialmente na auséncia de predadores (cresci-
mento ilimitado por escassez de predadores);

4. A populagdo de predadores decresce exponencialmente na auséncia de presas (de-
créscimo por escassez de alimento);

5. A populacdo de predadores é favorecida pela abundancia de presas;
6. A populagado de presas é desfavorecida pelo aumento de predadores.

Estas seis hip6teses sdo resumidas nas equagdes abaixo, denominadas Modelo de Lotka-
Volterra:

(dx

o = ax —axy

Z_]? = —by+pxy . (23)
X(O) =x€R
ly(0) =y €R

As variaveis de estado x e y sdo, respectivamente, quantidade de presas e quantidade de
predadores em cada instante ¢.

Os parametros representam:
* g :taxa de crescimento da populacdo de presas na auséncia de predadores;

. % : a eficiéncia de predagdo, isto é, a eficiéncia de conversdo de uma unidade de

massa de presas em uma unidade de massa de predadores, j4 que a representa a
proporcdo de sucesso dos ataques dos predadores e B a taxa de conversao de bio-
massa das presas em predadores;

* b: taxa de mortalidade de predadores na auséncia de presas;
* Xxp ey : populagdes iniciais.

A solugdo classica do problema pode ser vista na Figura 43.

39



VI Congresso Brasileiro de Sistemas Fuzzy (VI CBSF)
03-05 de Novembro de 2021, Sio José do Rio Preto — SP, Brasil.

90

80 [ b

60T Presa

50 —— Predador J

40t 1

20 q
10\_/\/\

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 43: Modelo presa-predador coma =0,1,« = 0,01, b = 0,05, B = 0,001, xo =50 e
Yo = 15.

Os pontos criticos do sistema (23) sdo: (0,0), um ponto de sela instdvel, e (3’ E) que é

um centro estdvel. O cardter ciclico das solugdes explica as flutuagdes observadas experi-
mentalmente em populagdo de presas e predadores.

20 T T T T T

Numero de predadores
=)

0 L L L L b b L -
20 30 40 50 60 70 80 90

Numero de presas

Figura 44: Plano de fase do modelo de Lotka-Volterra (23).

e Modelo Presa-predador p-fuzzy:

Apresentamos anteriormente as hipéteses de Lotka-Volterra que caracterizam um mo-
delo presa-predador, cujos contingentes populacionais oscilam com o tempo. Isso vem ao
encontro de observagdes empiricas nestes ecossistemas. Os resultados, coerentes com o
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fendmeno estudado, fizeram com que o modelo de Lotka-Volterra, embora teérico, tenha
se tornado um paradigma para os modelos do tipo presa-predador.

Procuramos modelar a principal caracteristica de um sistema presa-predador, isto é, as
presas favorecem o crescimento dos predadores e sdo desfavorecidas por eles. Como
consequéncia, o plano de fase apresenta trajetérias que oscilam. Aqui queremos ir além
disso.

Como em [3], por meio de um sistema p-fuzzy bidimensional continuo, reproduzimos
um plano de fase semelhante ao do modelo continuo de Lotka-Volterra, em que as traje-
torias sao ciclos (ver Figura 44). Para isto é necessario reinterpretarmos as seis hipoteses
comentadas acima:

1. dentro de cada espécie, 0 ambiente ndo previlegia nenhum individuo. Portanto é
natural que as varidveis de estado sejam apenas quantidades;

2. hd interagdo entre as espécies;

3. ndo hé autoinibicdo nas presas, isto €, para um dado ntimero de predadores, o cres-
cimento especifico das presas é constante, podendo ser positivo ou negativo;

4. como em “3.”, para um dado nimero de presas, o crescimento especifico dos pre-
dadores seja constante, podendo ser positivo ou negativo;

5. o crescimento especifico dos predadores aumenta com o nimero de presas;
6. o crescimento especifico das presas diminui com o aumento dos predadores.

Resumidamente, as hipoteses de “3” a “6” indicam que, a interacdo é tipica de presa-
predador e que, mantendo-se uma espécie constante, a outra tem crescimento (decresci-
mento) malthusiano, isto é, tem crescimento especifico constante.

Considerando as observagdes acima, temos como objetivo elaborar uma base de regras
fuzzy que “substitua” as Equagdes (23), para modelar a dindmica entre as presas e os
predadores, por meio de um modelo p-fuzzy continuo de Lotka-Volterra.

Como no caso unidimensional, temos as variaveis linguisticas de entrada: quantidade de

presas (X) e quantidade de predadores (Y), e duas varidveis de saida: variagdo relativa

aX
da quantidade de presas por unidade de tempo, denotada por x ¢ due é o crescimento

especifico das presas; e variagdo relativa da quantidade de predadores por unidade de

1dY
tempo, denotada por ——— — crescimento especifico dos predadores. A Figura 45 repre-

Y dt

senta um esquema do modelo.

Os valores assumidos pela variavel X sdo: baixa (A1), média baixa (Ay), média alta (As) e
alta (A4) e pela variavel Y sdo baixa (By), média baixa (Bp), média alta (B3) e alta (By).

1dX 1dY
X dt <Y dt
baixo positivo (P ), baixo negativo (N ) e alto negativo (Np).

Ambos os crescimentos especificos, , assumirdo os valores alto positivo (P;),
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1dY
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Y dt

Figura 45: Sistema baseado em Regras Fuzzy para (23).

Os antecedentes e consequentes usados aqui estdo representados nas Figuras 46 e 47.

[E:]

o8}

0.4f

Graus de pertinéncia

0.2

(a) Presas (X) (b) Predadores (Y)

Figura 46: Func¢des de pertinéncia dos antecedentes.

No esquema acima (Figura 45), a base de conhecimentos é traduzida por um conjunto de
regras fuzzy que desempenham o papel do campo de diregdes.

A partir das seis reinterpretacdes para as hip6tese de Lotka-Volterra feitas acima propo-
mos a base de regras fuzzy da Tabela 3.

A Figura 48 ilustra a base de regras (Tabela 3), em que as setas horizontais representam
as magnitudes e sentidos de %‘Z—}f e as verticais representam %‘%. De forma semelhante

as regras para o modelo de Verhulst, aqui também valem
“dado o valor de uma varidvel, a taxa especifica da outra é constante.”

Nos apresentamos a Figura 48 para tracarmos um paralelo com a representagdo do campo
de direc¢des de equagdes diferencias classicas. Apenas em titulo de curiosidade e para nos
convencermos mais sobre o poder da metodologia p-fuzzy, a base de regras de fato “gera”
um campo classico de diregdes para uma E.D.O.
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SeXeAleYeBlentao%‘Z}fepze%%éNz

1dY 4
SeXeAzeYeBlentaont éPey5 €Ny

SeXeAg,eYeBlentao}l(‘gfeP %d—lt(éPl
SeXeA4eYeB1entao}1(‘fffeP2 %d—YéPz
Se Xé AjeY é B entdo Yd—féple%%éNz
SeXeAzeYeBzentaoX‘é—XéPle%‘%éNl

SeXeAgeYeBzentao}l(‘iﬁ éPle%‘fi—lt/épl
SeXeA4eYeB2entao;(”é)feple—d—y P,
SeXéAjeYéBsentio + X6 Nje LI 6N,
SeXeAzeYeBgentao)l<‘gfeN ell,‘geN
SeXeAgeYeB;;entaont eNleYdt épP
SeXéA4eYéBgentéo%‘Z—)féNle%%éPz
SeXeAleYeB4entao}(”{IffeNzeYdt é N,
SeXeAzeYeB4entaoY‘il—)féN2e%?{eN

1dX 1dY
Se X¢é AzeY éByentdo ¢ 7 € Noe 7 € Py

1dX 1dY 4
Se XéAgeYéByentio x°7 € Noey 7 € P

Tabela 3: Regras fuzzy para o modelo presa-predador.
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Figura 47: Func¢des de pertinéncia dos consequentes.
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Figura 48: Representacado grafica das regras da Tabela 3 na forma de vetores de dire¢es.

Utilizando o Método de Inferéncia de Mamdani e a defuzzificagdo do Centro de Gravi-

dade obtemos os valores 1d_x e 1d_y
xdt ydt

ldx 1d
Como as saidas sao P gd—z, devemos multiplica-las pelas entradas x e y, respectiva-
dx dy . . .
mente, para obter — e —. Assim, em cada instante ¢, o nimero de presas e de predadores

dt — dt
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sdo estimados por algum método numérico, como o de Euler, na seguinte forma:

{xnﬂ =x,+hx, SBRFf(xn,yn) (24)

Yni1 = Yn + hyn SBRFg(xn/yn)

Resultados:
As simulagdes das trajetérias produzidas pelo sistema p-fuzzy acima seguem os passos:
¢ Para comecar o processo, adotamos os valores xop = 100, y9 = 3,h = 0,1 ety = 0.

¢ Dados iniciais para o controlador fuzzy: a populac¢do de presas x( e a de predadores
Yo,

* Assaidas fornecidos pelo controlador fuzzy, multiplicadas pelas entradas, fornecem
os valores: x0SBRF¢(xo,Y0) e yoSBRFg(xo, Y0);

¢ Por (24), encontramos xj e y1;
* X1 e y; sdo os novos valores de entrada do controlador e assim sucessivamente.

Usando as Equacgdes (24), obtemos a solucdo via sistema p-fuzzy que pode ser vista na
Figura 49. O plano de fase obtido pelo sistema p-pfuzzy pode ser visto na Figura 50

120

100 T

80 F
Presas

= Predadores

60 [

40 -

20 -

M
0 ‘ , ‘ . , ‘ ‘ ‘ ‘
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Figura 49: Solugdo para o modelo de presa-predador via p-fuzzy, cujos pardmetros sdo
X0 :100,]/0 :3,h:0,1et0 =0.

Com os dados iniciais adotados acima e o sistema p-fuzzy dado pelas regras da Tabela 3,
combinadas com o sistema (24), é possivel concluir que o ponto de equilibrio é P, =
(77,5;3,5). Claro que outros métodos numéricos, como os de Runge-Kutta, podem ser
adotados para estimar x(t) e y(t).
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Figura 50: Plano de fase do sistema p-fuzzy para xo = 100 e yg = 3.

Se estivéssemos interessados em encontrar os parametros de um modelo de Lotka-

Volterra classico para produzir as trajetérias representadas na Figura 44, poderiamos com-
a
28
entrea,b,«x e ,B Dai, usar ajustes para, finalmente encontrar cada um desses parémetros.

parar as coordenadas de P, com as do equilibrio tedrico, P = (%, ), para obter relagdes

O primeiro trabalho que se utiliza dos sistemas p-fuzzy continuos para descrever intera-
¢des entre pulgdes e joaninhas foi no controle biol6gico de uma doenga chamada Morte
Stubita dos Citros [23]. O pulgdo, supostamente hospedeiro do virus causador da morte
stibita, é a presa e a Joaninha, que se alimenta do pulgéo, é o predador. Neste sistema
presa-predador o modelo p-fuzzy pressupde inibi¢io em ambas populacdes. Portanto as
regras devem levar isso em conta, de maneira que as trajetorias deixam de apresentar um
carater ciclico para apresentar ciclos limites. Tal modelo p-fuzzy apresenta propriedades
qualitativas coincidentes com as do modelo classico de Holling—Tanner. A partir dai, um
estudo a respeito da estabilidade e ajustes de pardmetros desse modelo foi feito.

4.3 Modelo Epidemiolégico SIR

Esse é um dos primeiros modelos epidemiolégicos conhecido, proposto em 1927 por Ker-
mack e MC Kendrick [13], alguns anos ap6s a fomosa epidemia da gripe espanhola de
1918.

O modelo matematico deterministico é dado pelo conjunto de equagdes diferenciais

s __ 1ds __
I M Z

onde S, I e R representam os niimeros de suscetiveis, infectados e recuperados, respecti-
vamente. Os pardmetros f e y representam as taxas de contato e recuperacdo, respectiva-
mente.
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As equagdes acima pressupde que o modelo SIR é sem dindmica vital e a populagéo total
(N) é constante, onde N = S+ I + R.

14
Suscetivel
Infectado

0.8 Recuperado

06

04| /

0.2

0.0

] 20 40 B0 a0 100 120 140 10

Empo

Figura 51: Solucdo do modelo SIR cléssico.
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Figura 52: Plano de fase do modelo classico SIR.

Na Figura 51 vemos as curvas das propor¢des de suscetiveis, infectados e recuperados do
modelo (25), com B = 0.27 e v = 1/15. Na figura 52 apresentamos o plano de fase do
modelo (25).

¢ SIR via p-fuzzy

Para o modelo p-fuzzy vamos estudar apenas as primeiras duas equagdes. O ntimero de
recuperados serd obtido separadamente substituindo I na terceira equagdo.

Nas primeiras duas equagdes cada variagdo especifica depende da outra. Assim, para

1
cada I fixo, St também é fixo. Consequentemente, para cada S fixo, T3 é fixo.
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I

B MB MA A

Figura 53: Representagdo grafica da base de regras na forma de vetores de direcdes.

A base de regras é baseada nas taxas especificas de varia¢do por unidade de tempo, indi-

cadas por %i—f e %%, dependendo da populagdo S e I, respectivamente. Portanto, S e I
dl

sdo os valores das varidveis de entrada, enquanto SarC1ar sdo os valores da variavel

de saida.

Na Figura 53 apresentamos uma representacdo grafica da base de regras na forma de
vetores de direcdes e na Tabela 4 apresentamos a base de regras do nosso sistema.

Como dito anteriormente, 0 nosso sistema terd duas entradas (proporg¢des de suscetiveis
e infectados) e duas saidas (variagdo especifica de suscetiveis e infectados).

Para as varidveis de entrada, temos os seguintes conjuntos fuzzy:
e Suscetiveis: Alto (A), Médio Alto (M A), Médio Baixo (MB) e Baixo (B).
e Infectados: Alto (A), Médio (M) e Baixo (B).

Para as varidveis de saida, temos os seguintes conjuntos fuzzy:

® Variagdo Suscetiveis: Alta Negativa (AN), Média Negativa (MN) e Baixa Negativa
(BN).

* Variagdo Infectados: Alta Negativa (AN), Média Negativa (MN), Baixa Negativa (BN),
Alta Positiva (AP) e Baixa Positiva (BP).

Na Figura 54 apresentamos os conjuntos fuzzy dos antecedentes e na Figura 55 apre-
sentamos os conjuntos fuzzy dos consequentes das regras fuzzy. Ambas figuras foram
produzidas utilizando a biblioteca Scikit-Fuzzy [28] do Python.

Utilizando o Método de Mamdani e a defuzificacdo de Centro de Gravidade obtemos os

Jores do 15 ¢ 1!
valores eSdteldt
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Tabela 4: Regras fuzzy para o modelo SIR.
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Figura 54: Conjuntos fuzzy nos antecedentes.

1dS 1dI

C idas sdo —
Oomo as saidas sao S dt Idt

Assim, para fins de ilustragdo, optamos pelo método de Euler

devemos multiplicé-las pelas entradas S e I, respectiva-

S dI
mente, para obter — e —

dt — dt’
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Figura 55: Conjuntos fuzzy nos consequentes.

obtendo as estimativas da seguinte forma:

sendo que & é a etapa e SBRF = (SBRFs, SBRFy) é a a saida produzida pelo controlador
tuzzy.

10 A

05 1

0.6 1 suscetivel
infectado

04 removido

0.2 1

0.0 1

0o 25 5.0 715 00 125 150 175 2000
Empo

Figura 56: Solu¢do do modelo SIR p-fuzzy com Sop = 0,8, [ = 0,2 e Rg = 0.

Na Figura 56 apresentamos as curvas de proporcao de suscetiveis, infectados e recupera-
dos obtidos via p-fuzzy. Para este caso, usamos o método de Euler com h = 0,001, ty = 0,
So =0,8 I, =0,2e Rp = 0. Na Figura 57, vemos o plano de fase do modelo SIR via
p-fuzzy.
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Figura 57: Plano de fase do modelo SIR p-fuzzy com Sy = 0,8, [ = 0,2 e Rp = 0.

44 Modelo de reacdo quimica

Reagdes quimicas sdo dadas basicamente por transformagdes que envolvem uma ou mais
substancias (reagentes) que resultam em uma nova substancia (produto) com diferentes
propriedades que as anteriores.

A cinética quimica trata e interpreta experimentos quimicos em termos de modelos ma-
teméticos. A velocidade de uma reagdo pode ser calculada a partir das concentra¢des dos
reagentes, que podem ser determinadas experimentalmente [27].

Nessa aplica¢do focamos em um modelo de reacdo quimica consecutiva, isto €, rea¢des
quimicas da seguinte forma

At p (26)

com taxas de reacgoes kj e k.

Esse processo quimico pode ser descrito pelo seguinte PVI [27]

(% = —ki[A], [A(0)] = [Ao]
% = ki[A] = k2[B], [B(0)] = [Bo] - 27)
\% = k2[B], [C(0)] = [Co]

em que [X] representa a concentrac¢do do reagente X.

A partir de ferramentas de equagdes diferenciais, o PVI (27) pode ser resolvido analitica-
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mente, sendo a solugdo dada por
[ AO] e—klt,

e_klt _ e—kzi’

—kot
[B()]e + k1 [Ao] k2 — k1

(28)

—kot —kqt
[CO] + [B()](l o e—kzt) + [AO] 1+ k1€ kze 1 .
ko — kq

e Solugdo de (27) via p-fuzzy

Alternativamente podemos estimar solucgdes de (27) por meio de um sistema p-fuzzy
dado por
(dA

7 =SBRE;,(4)  A(0) = [Ad]
‘z_f — SBRFy,(A,B)  B(0) = [By] - )
\ ‘Z_f = SBRF,(B) C(0) = [Co]

Adotamos que as varidveis de entrada (antecedente) assumem 4 classificagdes linguisticas
e que as de saida (consequente) assumem 6 classificagdes (veja Tabela 5), cada uma delas
descrita por um conjunto fuzzy, representadas nas Figuras 58 e 59, respectivamente.

Antecedente Consequente

“baixo” (A1 e Bq)
“médio baixo” (A; e By)
“médio alto” (Az e B3)
“alto” (A4 e By)

“negativo alto” (N3)
“negativo médio” (Np)
“negativo baixo” (N7)

“positivo baixo” (Py)

“positivo médio” (P,)
“positivo alto” (P3)

SR S e

Tabela 5: Antecedentes e consequentes da base de regras para o modelo (27).

A base de regras fuzzy elaborada para essa aplicacdo encontra-se na Figura 60, em que
as setas representam as dire¢des e magnitudes para as taxas de variagdo, isto é, as setas
para direita/cima (esquerda/baixo) indicam a varia¢do positiva (negativa) e o tamanho
da seta indica a magnitude dessas variagdes.

A solugdo obtida pelo sistema p-fuzzy para o modelo quimico (27) é ilustrada na Figura
61, tomando como condigdes iniciais [Ag] = 1, [Bg] = 0 e [Cy] = 0. Como pode ser visto,
as solugdes produzidas pelo sistema p-fuzzy sdo qualitativamente e quantitativamente
similares a solugdo classica do problema.
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Figura 58: Antecedentes do sistema baseado em regras fuzzy para o modelo de reac¢des
quimicas consecutivas.
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Figura 59: Consequentes do sistema baseado em regras fuzzy para o modelo de reagdes
quimicas consecutivas.
4.5 Modelo econémico de Goodwin

O ciclo de crescimento de Goodwin é considerado uma das grandes contribui¢des do
economista norte-americano Richard Goodwin. Em termos gerais, 0 modelo proposto
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Figura 60: Representacdo grafica das regras fuzzy baseada no campo de dire¢des do mo-
delo de reagdes quimicas consecutivas. As setas representam as dire¢des e magnitudes
das taxas de variagéao.
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Figura 61: Solugdes analitica e via p-fuzzy do PVI dado em (27) com [Ag] = 1,[Bo] =0 e
[Co] = 0.

por ele consiste em um par de equagdes diferenciais ordinarias que descrevem a interacao
dindmica entre os niveis de emprego (v) e a distribui¢do da renda em uma economia,
expressa pela parcela salarial (1), em um contexto de crescimento econdmico [19].

O modelo é concebido da seguinte maneira: se os saldrios aumentam, os lucros caem. A
queda nos lucros implica em redugdo da poupanga e do investimento detendo a criagdo
de novos empregos. Entretanto a forca de trabalho cresce, tanto pela incorporagao de
novos contingentes de trabalhadores como pela dispensa de trabalhadores decorrente,
por exemplo, do progresso técnico. Desta forma, os saldrios se defasam em relacdo ao
crescimento da produtividade e os lucros crescem. A acumulacgdo acelera novamente.
Assim o desemprego se reduz gradualmente conduzindo a um aumento de saldrios o
que reinicia o processo e caracteriza a natureza ciclica do modelo [18].
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O modelo de Goodwin estrutura-se a partir de sete premissas [18]:
1) Constante progresso técnico;
2) Crescimento constante da forca de trabalho;

3) Somente sdo empregados dois fatores de produgao (trabalho e capital) ambos ho-
mogéneos e ndo especificos;

4) Todas as quantidades sdo reais e liquidas;

5) Todos os salarios sao consumidos, e todos os lucros sdo poupados e reinvestidos;
6) A razdo capital produto é constante;

7) A taxa de saldrio real é crescente na vizinhanga do pleno emprego.

Tais premissas se resumem no seguinte sistema de equagdes [11]
/ (30)

onde v é o nivel de emprego, u nivel salarial, « é a taxa de crescimento exégeno na produ-
tividade do trabalho, 8 a taxa de crescimento exdégeno da populagdo e ¢ a relagdo capital-
produto. Enquanto que vy e p sdo parametros econdmicos.

e Goodwin via p-fuzzy

O modelo de Goodwin dado por (30) é baseado nas 7 premissas enunciadas acima.
Tais equagdes apresentam a seguinte propriedade (de forma andloga ao modelo presa-
predador de Lotka-Volterra):

“dado o valor de uma varidvel, a taxa especifica da outra é constante” (31)

. . ldu
Por exemplo, para cada v fixado em (30), a taxa especifica ——— é constante.

u dt

Cada uma das varidveis de entrada V e U é classificada nos subconjuntos fuzzy baixo (A,

e Bq), médio baixo (Ay e Bp), médio alto (A3 e Bs) e alto (A4 e By). As variaveis de saida

1dVv 1dU .
(variagdo especifica de cada varidvel —— e ﬁﬁ) assumem os termos negativa (Np),

negativa baixa (Ny), positiva baixa (Py) e positiva (P,), representadas na Figura 63.

A base de regras tem representagdo na Figura 62. A partir da base de regras e método de
Mamdani, as trajetorias para u e v sdo dadas numericamente por

I/ln_|_1 — un + hunsBRFu (Un, un)
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Figura 62: a) Representacdo grafica da base de regras na forma de vetores de dire¢ées e b)
algumas regras fuzzy usadas para o modelo de Goodwin.

Nas simula¢des computacionais foram estabelecidas duas varidveis linguisticas de en-

trada (V e U) e duas de saida

14V 1dU

Var e Tk Uma vez estabelecida a base de regras,

nosso modelo utilizard o método de Mamdani (como moédulo de inferéncia) e o centro de
massa (como médulo de defuzzificagdo).

baixo

médio baixo

medio alto alto

o
T

s

negativa

negativa baixa positiva baixa positiva

Figura 63: Conjuntos fuzzy nos antecedentes (subfigura acima) e nos consequentes (sub-

figura abaixo).
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Consideremos o sistema p-fuzzy para simular o comportamento dinamico das variaveis
u e v para as economias da Finlandia e da Alemanha.

Os diagramas de fase da solugdo p-fuzzy (para u e v) e dos dados econdmicos histéricos
da Finlandia (de 1960 até 1994) sdo apresentados na Figura 64(a) e, na Figura 64(b), para
Alemanha (de 1956 até 1994) [25].
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(a) Solugdo p-fuzzy para dados econdmicos da Fin- (b) Solucdo p-fuzzy para dados econdémicos da Ale-
landia entre 1960 e 1994. manha entre 1956 e 1994.

Figura 64: Solucdes p-fuzzy para o modelos de Goodwin.

Por fim, na Secdo 4.6 trazemos uma breve discussdo sobre equilibrio e estabilidade de
sistemas p-fuzzy. Mais recentemente, Jafelice e Bertone [20] tem estudado sistemas p-
fuzzy para conjuntos fuzzy do tipo-2. Conjuntos fuzzy tipo-2 nao serdo tratados em nosso
texto.

4.6 Equilibrio e estabilidade de sistemas baseados em regras

O conceito de equilibrio de um sistema baseado em regras é o mesmo de equagdes di-
ferenciais, isto é, estados cuja variagdo é nula. Porém, neste caso, a investigacdo de tal
equilibrio é realizada a partir da base de regras.

Uma condigdo necessdria e suficiente para a existéncia de pontos de equilibrio é que haja
mudanga de sinal nos consequentes de uma base de regras ordenada, cujas fung¢des de
pertinéncia sdo continuas [3].

O estudo de estabilidade do equilibrio seria realizado pelo método direto de Lyapunov, o
qual se utiliza de uma fungéo V (x) positiva definida, numa vizinhanga U do equilibrio *.
Tal método diz que, num equilibrio ¥ devemos ter V(%) =0, V(x) > O paraxem U \ {x}
[13]. Assim,

e Se V'(x) < 0em U\ {&}, entdo o equilibrio é assintoticamente estavel;

e Se V'(x) > 0em U\ {x}, entdo o equilibrio é instavel.
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Note que para um sistema baseado em regras fuzzy ndo temos em maos o campo de di-
re¢des f. Dessa forma, o estudo de estabilidade por meio do sinal dos autovalores do
sistema linearizado torna-se invidvel. Esse foi o motivo que levou a explorar o método
direto de Lyapunov introduzido em [5], ja que a fun¢do V(x), mesmo nas equagdes di-
ferenciais cldssicas, pode ser escolhida independentemente do conhecimento do campo

f.

Para ilustrar essa metodologia vamos estudar o sistema SIS (suscetivel-infectado-
suscetivel) com dinamica vital e populacdo total constante. Essa hipétese faz com que
S+ 1 = N e, do ponto de vista de dindmica, basta investigarmos a evolugdo de uma das
classes, (suscetiveis, por exemplo) que a outra é obtida pelo complementar (I = N — S).
Assim, adotaremos S como varidvel de estado e entrada do sistema fuzzy enquanto a

variagdo especifica St é a saida do sistema.

O modelo epidemiolégico SIS pressupde que individuos ndo adquirem imunidade, isto
é, cada infectado que se recupera passa a ser suscetivel imediatamente [15]. Essa hip6-
tese faz com que as regras sejam norteadas pelo seguinte raciocinio: quando o ntmero
de suscetiveis é pequeno, surgem poucos casos novos de infectados, o que contribui para
que a classe de suscetiveis ndo diminua. Além disso, como a populagdo total é constante
e todos os individuos nascem suscetiveis, a populagdo de suscetiveis aumenta. Por outro
lado, a medida que o ntimero de suscetiveis vai crescendo, novos casos da doenga vao
surgindo, de forma que a variagdo na classe de suscetiveis (embora ainda positiva) dimi-
nua. Quando o nimero de suscetiveis é suficientemente grande (neste caso denominado
como “alto”), o nimero de novos casos de infeccdo também cresce e isso faz com que a
variacdo na classe dos individuos suscetiveis passe a ser negativa.

Resumidamente escolhemos as regras fuzzy abaixo para nosso sistema:

Ry : Se S for “baixo” (B) entdo éfﬁ 6 “ alto positivo” (AP)
R; : Se S for “médio baixo” (mB) entdo + %> é “baixo positivo” (bP)
R3 : Se S for “médio alto” (mA) entdo é‘;f ¢ “baixo positivo” (bP)

Ry : Se S for “alto” (A) entdo +4%° é “baixo negativo” (bN)

Tabela 6: Regras para o estudo de equilibrio e estabilidade do modelo SIS.

Com as fungdes de pertinéncia escolhidas (continuas) para os conjuntos fuzzy da base
de regras, de acordo com [10], o estado de equilibrio S existe e é obtido pela intersecgdo
entre os conjuntos fuzzy médio alto e alto, antecedentes das terceira e quarta regras. Isso
é consequéncia da troca de sinais nos consequentes dessas regras - baixo positivo e baixo
negativo. Assim, S = 67,5 (veja Figura 65). Mais ainda, como esses consequentes passam
de positivo para negativo (veja Figura 66), a saida F(s) do sistema fuzzy é tal que, para s
numa vizinhanca U \ {S},F(s) > 0ses < Se F(s) < 0ses > S (veja Figura 67).

Note que V(s) = (%) (s — §)? é uma funcio positiva definida e V'(s) = VV(s)F(s) =
(s — S)F(s) < 0 para todo s em U \ {S}. Logo, V(s) é uma func¢do de Lyapunov e S
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Figura 67: Vizinhanca U em que a saida F(s) do sistema fuzzy troca de sinal.

é um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel. Consequentemente, a doenca tende
a se estabilizar no equilibrio (S, N — S). Podemos visualizar a estabilidade assintética
do ponto de equilibrio na Figura 68, considerando como condi¢des iniciais S(0) = 80 e
1(0) = 20.

59



VI Congresso Brasileiro de Sistemas Fuzzy (VI CBSF)
03-05 de Novembro de 2021, Sio José do Rio Preto — SP, Brasil.

100

Suscetivel
Infectada

20

o 20 40 ] 80 100
Empo

Figura 68: Evolugdo temporal dos suscetiveis e infectados com condigdes iniciais S(0) =
80e I(0) = 20.

O método de inferéncia fuzzy adotado aqui foi de Mamdani, no entanto queremos ressal-
tar que o método de inferéncia de Takagi-Sugeno também poderia ser utilizado e, nesse
caso, pode se ter explicitamente a saida do controlador, representando o campo de dire-
¢Oes da equagdo diferencial, e ai a metodologia aqui proposta ficaria semelhante a que se
encontra na literatura de equacgdes diferenciais, com a observagdo que o equilibrio seria
obtido via base de regras. O estudo da estabilidade dos estados de equilibrio poderia
ser feito por meio da linearizacdo da saida do sistema fuzzy, uma vez que o método de
Takagi-Sugeno fornece explicitamente tal saida.

No caso do modelo SIS com populagéo total constante e dinamica vital, analisado acima,
a metodologia utilizada pode facilitar a estimativa de importantes parametros epidemio-
16gicos, que determinam sob quais condi¢des a doenga se propaga na populagdo. A ob-
tengdo desses parametros nos modelos deterministicos cldssicos envolve o conhecimento
de taxas nem sempre faceis de serem medidas (como a taxa de contato, por exemplo). A
partir de taxas demograficas e valores conhecidos para uma doenca especifica (como taxa
de recuperagdo), podemos estimar o valor de reprodutibilidade basal a partir das fung¢des
de pertinéncia, que nos modelos deterministicos envolve o conhecimento das taxas de na-
talidade, recuperagdo e contato. Essa mesma metodologia pode ser aplicada num sistema
bidimensional, como os modelos SIR e SIRS.

5 Consideracoes Finais

Este minicurso traz uma abordagem para tratar problemas de valor inicial discreto ou
baseado em um campo de direc¢des através das principais caracteristicas do fenémeno
estudado. O campo é entdo dado por um sistema de base de regras fuzzy e um método
de inferéncia fuzzy, que juntamente com um método numérico (o de Euler, por exemplo)
fornecem a saida que descreve o comportamento da solugdo do problema em questao.

O material apresenta diversas aplica¢des a partir de sistemas p-fuzzy, nas areas de bio-
matemadtica, como os modelos populacionais classicos de Verhulst e presa-predador pro-
posto por Lotla-Volterra. Também apresenta aplica¢des nas dreas de quimica e economia,
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fornecendo aproximacdes reazoaveis para as solucdes classicas dos modelos.

A abordagem via sistemas p-fuzzy é ideal para especialistas que ndo possuem um conhe-
cimento especifico em equagdes diferenciais, mas que tém conhecimento do fendémeno
em questdo e portanto sabe traduzir o comportamento qualitativo do campo de dire¢des
do problema a partir de uma base de regras.

A Implementacao em Pyhton via Simpful

Atualmente existem diversos softwares para lidar com légica fuzzy [1]. O Fuzzy Logic
Toolbox [17] do Matlab é o mais popular, porém tem a desvantagem de ser distribuido
apenas comercialmente. Dessa forma, diversas alternativas de c6digos abertos foram sur-
gindo com o tempo. O Simpful [30] é uma biblioteca Python de cédigo livre. O Simpful é
de facil manipulacdo, além de ser um dos mais completos. A seguir, apresentamos alguns
de seus usos.

A.1 Método de Mamdani

from simpful import =

# Um sistema de inferéncia fuzzy de Mamdani para a vitalidade,,
~da violeta

# Crie um objeto de sistema fuzzy

FS = FuzzySystem()

# Defina os conjuntos fuzzy de entrada e as varidveis,
wlinguisticas

A_1 = FuzzySet( function = Triangular_MF(a = 0, b = 0, ¢ = 25),
~term = "pequena" )

A_2 = FuzzySet( function = Triangular MF(a = 20, b = 30, c =_
~45), term = "media" )

A_3 = FuzzySet( function = Triangular_MF (a = 35, b = 65, c =_
-+65), term = "grande" )

A = LinguisticVariable( [A_1, A_2, A_3], concept = "Agua",
~universe_of_discourse = [0, 65] )

FS.add_linguistic_variable( "Agua", LinguisticVariable( [A_1l
~A 2, A_3],

I

concept =,

~"Quantidade de agua", universe_of_discourse = [0, 65] ) )

S_1 = FuzzySet( function = Triangular MF(a = 0, b = 0, ¢ = 35),,
~term = "pequeno" )

S_2 = FuzzySet( function = Triangular_MF (a = 25, b = 50, c =_
~65), term = "medio" )

S_3 = FuzzySet( function = Triangular MF(a = 60, b = 95, c =_
-95), term = "grande" )
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S = LinguisticVariable( [S_1, S_2, S_3], concept = "Sol",
~universe_of discourse = [0, 957 )
FS.add_linguistic_variable( "Sol", LinguisticVariable( [S_1,
=8 2, 8 .31,
concept =
~"Tempo de exposigdo no Sol", universe_of_discourse = [0, 95]_,

=) )

# Defina o conjunto fuzzy de saida e as varidveis linguisticas
V_1 = FuzzySet( function = Triangular MF(a = 0, b = 0, ¢ = 0.
~2), term = "ruim" )

V_2 = FuzzySet ( function = Triangular MF(a = 0.1, b
+0.9), term = "media" )

I
(@)
o
<
o
I

V_3 = FuzzySet( function = Triangular MF(a = 0.8, b =1, c =
~1), term = "boa" )

V = LinguisticVariable( [V_1, V_2, V_3], concept =
~"Vitalidade", universe_of_discourse = [0, 1] )

—

FS.add_linguistic_variable( "Vitalidade", LinguisticVariable (
~[v_1, v_2, V_31,

—

~concept = "Vitalidade da violeta",

—

suniverse_of_discourse = [0, 11 ) )

# Define as regras fuzzy

R1 = "IF (Agua IS pequena) AND (Sol IS pequeno) THEN,
- (Vitalidade IS media)"

R2 = "IF (Agua IS pequena) AND (Sol IS medio) THEN (Vitalidade,
IS media)"

R3 = "IF (Agua IS pequena) AND (Sol IS grande) THEN (Vitalidade_
IS ruim)"

R4 = "IF (Agua IS media) AND (Sol IS pequeno) THEN (Vitalidade,
IS boa)"

R5 = "IF (Agua IS media) AND (Sol IS medio) THEN (Vitalidade IS_
~boa)"

R6 = "IF (Agua IS media) AND (Sol IS grande) THEN (Vitalidade,,
IS media)"

R7 = "IF (Agua IS grande) AND (Sol IS pequeno) THEN (Vitalidade_
IS ruim)"

R8 = "IF (Agua IS grande) AND (Sol IS medio) THEN (Vitalidade,,
~IS ruim)"

R9 = "IF (Agua IS grande) AND (Sol IS grande) THEN (Vitalidade,,

)

-IS ruim
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FS.add_rules( [R1l, R2, R3, R4, R5, R6, R7, R8, R9] )
# Defina os valores de antecedentes
FS.set_variable ("Agua", 40)

FS.set_variable("Sol", 60)

# Executar inferéncia de Mamdani e imprimir saida
print (FS.Mamdani_inference( ["Vitalidade"] ))

/) C )N/ ) ZNC )/ ) CNC ) v2.4.5
\__ N/ NN ) ) ) ) NS (L (LN
(/N (/) () A\ /\ /

Created by Marco S. Nobile (m.s.nobile@tue.nl)
and Simone Spolaor (simone.spolaor@unimib.it)

{'Vitalidade': 0.6234245232777533}

# Plotando os conjuntos fuzzy dos antecedentes e consequentes
import matplotlib.pyplot as plt

fig, ax = plt.subplots(3,1)

A.draw(ax = ax[0])

S.draw(ax = ax[1])

V.draw (ax ax[2])

<AxesSubplot:xlabel='Vitalidade', ylabel='Membership degree'>
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import matplotlib.pylab as plt
from numpy import linspace, array
# Plotando a superficie
xs = []
ys = []
zs = []
DIVs = 70
for x in linspace (0, 65, DIVs):
for y in linspace (0, 95, DIVs):
FS.set_variable ("Agua", x)
FS.set_variable("Sol", vy)
vitalidade = FS.inference () ['Vitalidade']
xs.append (x)
ys.append (y)
zs.append(vitalidade)

Xs = array (xs)
ys = array(ys)
zs = array(zs)

from mpl toolkits.mplot3d import Axes3D
fig = plt.figure ()
ax = fig.add_subplot (111, projection ='3d")

xx, yy = plt.meshgrid(xs,ys)

ax.plot_trisurf(xs,ys,zs, vmin = 0, vmax = 1, cmap='gnuplot2"')
ax.set_xlabel ("Agua")

ax.set_ylabel ("Sol")

ax.set_zlabel ("Vitalidade™)

ax.set_title("Vitalidade da violeta", pad = 10)

ax.set_zlim(0, 1)

plt.tight_layout ()

plt.show ()
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Vitalidade da violeta

t 10

Vitalidade

A.2 Meétodo de Larsen

from simpful import =«

# Um sistema de inferéncia fuzzy de Larsen para a vitalidade da,,
wvioleta

# Crie um objeto de sistema fuzzy

FS = FuzzySystem(operators = 'AND_PRODUCT"')

# Defina os conjuntos fuzzy de entrada e as variaveis,
wlinguisticas

A_1 = FuzzySet( points =

A_2 = FuzzySet ( points

[0, 1], [25, 0] 1, term = "pequena" )
(20, 0], [30, 11, [45, 0] 1, term =

—

~"media" )
A_3 = FuzzySet ( points = [ [35, 0], [65, 1] ], term = "grande" )
A = LinguisticVariable( [A_1, A_2, A_3], concept = "Agua",_
—~universe_of_discourse = [0, 65] )
FS.add_linguistic_variable( "Agua", LinguisticVariable( [A_1,

“A_2, A_3],

concept =_|
~"Quantidade de agua", universe_of_ discourse = [0, 65] ) )
S_1 = FuzzySet ( points = [ [0, 1], [35, 0] 1, term = "pequeno" )
S_2 = FuzzySet( points = [ [25, 0], [50, 1], [65, 0] 1, term =
~"medio" )

65



VI Congresso Brasileiro de Sistemas Fuzzy (VI CBSF)
03-05 de Novembro de 2021, Sio José do Rio Preto — SP, Brasil.

S_3 = FuzzySet ( points = [ [60, 0], [95, 1] 1, term = "grande"

S = LinguisticVariable( [S_1, S_2, S_3], concept = "Sol",
—suniverse_of_discourse = [0, 95] )

FS.add_linguistic_variable( "Sol", LinguisticVariable( [S_1,

-S_2, 8_31,
concept =,
<"Tempo de exposigcdo no Sol", universe_of_discourse = [0, 95]_

=) )

# Defina o conjunto fuzzy de saida e as varidveis linguisticas
V_1 = FuzzySet( points = [ [0, 1], [0.2, 0] ], term = "ruim" )
V_2 = FuzzySet ( points ( (6.1, 01, [O0.5, 11, [0.9, O] 1, term

»= "media" )
V_3 = FuzzySet ( points = [ [0.8, 0], [1, 1] ], term = "boa" )
V = LinguisticVariable( [V_1, V_2, V_3], concept =,
~"Vitalidade", universe_of_discourse = [0, 1] )

FS.add_linguistic_variable( "Vitalidade", LinguisticVariable (,
~[v_1, v_2, Vv_31,

wconcept = "Vitalidade da wvioleta',
—~universe_of discourse = [0, 11 ) )

# Define as regras fuzzy

R1 = "IF (Agua IS pequena) AND (Sol IS pequeno) THEN,,
~(Vitalidade IS media)"

R2 = "IF (Agua IS pequena) AND (Sol IS medio) THEN (Vitalidade,,
IS media)"

R3 = "IF (Agua IS pequena) AND (Sol IS grande) THEN (Vitalidade
~IS ruim)"

R4 = "IF (Agua IS media) AND (Sol IS pequeno) THEN (Vitalidade,,
IS boa)"

R5 = "IF (Agua IS media) AND (Sol IS medio) THEN (Vitalidade IS
~boa) "

R6 = "IF (Agua IS media) AND (Sol IS grande) THEN (Vitalidade,,
IS media)"

R7 = "IF (Agua IS grande) AND (Sol IS pequeno) THEN (Vitalidade
~IS ruim)"

R8 = "IF (Agua IS grande) AND (Sol IS medio) THEN (Vitalidade,,
IS ruim)"

R9 = "IF (Agua IS grande) AND (Sol IS grande) THEN (Vitalidade,

~IS ruim)"
FS.add_rules( [R1, R2, R3, R4, R5, R6, R7, R8, R9] )
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# Defina os valores dos antecedentes
FS.set_variable ("Agua", 40)
FS.set_variable("Sol", 60)

# Executar inferéncia de Larsen e imprimir saida
print (FS.inference())

/30 YN ) _NC )/ ) (N( ) v2.4.5
N/ NN S ) YN LN
OO\ (/) () N\

Created by Marco S. Nobile (m.s.nobile@tue.nl)
and Simone Spolaor (simone.spolaor@unimib.it)

{'Vitalidade': 0.6309107642671535}

# Plotando os conjuntos fuzzy dos antecedentes e consequentes

import matplotlib.pyplot as plt
fig, ax = plt.subplots(3,1)
A.draw(ax = ax[0])

S.draw(ax = ax[1])

V.draw (ax axl[2])

<AxesSubplot:xlabel='Vitalidade', ylabel='Membership degree'>
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import matplotlib.pylab as plt
from numpy import linspace, array
# Plotando a superficie
xs = []
ys = []
zs = []
DIVs = 70
for x in linspace (0, 65, DIVs):
for y in linspace (0, 95, DIVs):
FS.set_variable ("Agua", x)
FS.set_variable("Sol", vy)
vitalidade = FS.inference () ['Vitalidade']
xs.append (x)
ys.append (y)
zs.append(vitalidade)

Xs = array (xs)
ys = array(ys)
zs = array(zs)

from mpl toolkits.mplot3d import Axes3D
fig = plt.figure ()
ax = fig.add_subplot (111, projection ='3d")

xx, yy = plt.meshgrid(xs,ys)

ax.plot_trisurf(xs,ys,zs, vmin = 0, vmax = 1, cmap='gnuplot2"')
ax.set_xlabel ("Agua")

ax.set_ylabel ("Sol")

ax.set_zlabel ("Vitalidade™)

ax.set_title("Vitalidade da violeta", pad = 10)

ax.set_zlim(0, 1)

plt.tight_layout ()

plt.show ()
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Vitalidade da violeta

t 10

Vitalidade

A.3 Método de Takagi-Sugeno

from simpful import =«

# Um sistema de inferéncia fuzzy de Takagi-Sugeno para o,
wexemplo 7

# Crie um objeto de sistema fuzzy

FS = FuzzySystem()

# Defina os conjuntos fuzzy de entrada e as varidveis,

~linguisticas

A_1 = FuzzySet( points = [ [0., 1.1, [2., 1.1, [4., 0.11,
o= "AL1" )

A_2 = FuzzySet( points=[ [2., 0.], [4., 1.1, [6., 1.1 1,
S"A2" )

A = LinguisticVariable( [A_1, A_2], concept = "A", |
suniverse_of_discourse = [0, 6] )

FS.add_linguistic_variable( "A", LinguisticVariable( [A_1
-A_2], concept = "A") )
A.plot ()

# Defina as funcdes de saida de primeira ordem

FS.set_output_function("y1l", "A + 2")
FS.set_output_function("y2", "2 % A")
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## Defina as saidas crisp de ordem zero
#FS.set_crisp output_value ("nome", constante)

# Define as regras fuzzy
Rl = "IF (A IS Al) THEN (Y IS yl1)"
R2 = "IF (A IS A2) THEN (Y IS y2)"
FS.add_rules( [R1, R2] )

# Defina os valores do antecedente
FS.set_variable ("A", 0)

# Executar inferéncia de Takagi-Sugeno e Iimprimir saida
print (FS.Sugeno_inference (["Y"]))

/) C )N/ ) NC )/ ) CNC ) v2.4.5
\_ N )/ N/ ) /) ) ) N/ (/N
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Created by Marco S. Nobile (m.s.nobile@tue.nl)
and Simone Spolaor (simone.spolaor@unimib.it)
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* Detected Sugeno model type
{'y': 2.0}

[16] : import matplotlib.pylab as plt
from numpy import linspace, array
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# Plotando a curva
xs = []
ys = []
DIVs = 70
for x in linspace (0, 6, DIVs):
FS.set_variable ("A", x)
y = FS.Sugeno_inference () ['Y"']
xs.append (x)
ys.append(y)
Xs = array (xs)
ys = array(ys)

fig = plt.figure ()

ax = fig.add_subplot (111)

ax.plot (xs,ys)

ax.set_xlabel ("X")

ax.set_ylabel ("Y")

ax.set_title("Método de Takagi-Sugeno do Exemplo 7", pad = 10)

plt.show ()
Método de Takagi-Sugenc do Exemplo 7
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[6]: | from simpful import =

# Um sistema parcialmente fuzzy para o crescimento logistico

# Um sistema de inferéncia fuzzy de Mamdani
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# Crie um objeto de sistema fuzzy
FS = FuzzySystem ()

# Defina os conjuntos fuzzy de entrada e as variaveis,
wlinguisticas
P_1 = FuzzySet ( function = Trapezoidal MF(a = 0.0, b = 0.0, ¢ =

20, d = 50), term = "Baixissima" )

P_2 = FuzzySet ( function = Triangular MF(a = 20, b = 50, c =
~80), term = "Baixa" )

P_3 = FuzzySet ( function = Triangular_MF(a = 60, b = 90, c =,
-120), term = "Media" )

P_4 = FuzzySet ( function = Triangular_MF(a = 100, b = 140, c =_
-180), term = "MediaAlta" )

P_5 = FuzzySet ( function = Triangular_MF(a = 150, b = 180, c =_
~210), term = "Alta" )

P_6 = FuzzySet ( function = Trapezoidal MF(a = 180, b = 210, c =
220, d = 220), term = "Altissima" )

P = LinguisticvVariable( [P_1, P_2, P_3, P_4, P_5, P_6], concept,,
= "Populacao", universe_of_discourse = [0, 220] )

FS.add_linguistic_variable( "Populacao", LinguisticVariable(
~[p_1, P_2, P_3, P_4, P_5, P_o],
concept =,

~"Populacao", universe_of_discourse = [0, 220] ) )

# Defina o conjunto fuzzy de saida e as varidveis linguisticas
V_1 = FuzzySet( function = Triangular_ MF (a -0.2, b =0.0, ¢ =

—

-0.001), term = "BaixaNegativa" )

V_2 = FuzzySet( function = Triangular MF(a = 0.0, b = 0.001, c_
~= 0.3), term = "BaixaPositiva" )

V_3 = FuzzySet ( function = Triangular_MF(a = 0.2, b = 0.5, c =
-0.8), term = "MediaPositiva" )

V_4 = FuzzySet( function = Trapezoidal MF(a = 0.6, b = 0.9, c =,
~1.0, d =1.0), term = "AltaPositiva" )

V = LinguisticVariable( [V_1, V_2, V_3, V_4], concept = "Var",
suniverse_of_discourse = [-0.2, 1] )

FS.add_linguistic_variable( "Var", LinguisticVariable( [V_1
~V_2, V_3, VvV_4],

r

—

wconcept = "Variacao Especifica",
—~universe_of discourse = [-0.2, 1] ) )

# Define as regras fuzzy
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R1
R2

R3 =

R4

R5 =

R6

"IF
WALLT
"IF
"IF
"IF
"IF
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(Populacao
(Populacao
(Populacao
(Populacao
(Populacao
(Populacao

FS.add_rules( [R1,

IS
IS
IS
IS
IS
IS

R2,

Baixissima)
Baixa) THEN
Media) THEN
MediaAlta)
Alta) THEN
Altissima)
R3, R4, RS,

# Defina o valor do antecedente
FS.set_variable ("Populacao", 115)

THEN
(Var
(Var

THEN

(Var IS AltaPositiva)"
IS AltaPositiva)"

IS MediaPositiva)™"
(Var IS MediaPositiva)"

(Var IS BaixaPositiva)"

THEN
R6]

(Var IS BaixaNegativa)"

)

# Executar inferéncia de Mamdani e imprimir saida

result

print (result)

(L /(N (L

Created by Marco S.

and Simone Spolaor

{'"Var':

~

FS.Mamdani_inference (["Var"])

0.5000012186694551}

NG _)/ ) (N( ) v2.4.5
_ /) ) ) N/ (/ (_/\

() A\ /\ /
Nobile (m.s.nobile@tue.nl)

(simone.spolaor@unimib.it)

# Plotando os conjuntos fuzzy dos antecedentes e consequentes
import matplotlib.pyplot as plt

fig,

P.draw (ax
V.draw (ax

<AxesSubplot:xlabel='Var',

ax

plt.subplots(2,1)

= ax[0])
= ax[1])
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[8]:

[9]:
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var = FS.inference () ['Var']
X += X * h = var
+= h

t
X.append (x)
T.

append (t)

# Informacdes do plot

fig = plt.figure()

ax = fig.add_subplot (111, facecolor='w'

ax.plot (T, X, 'b', label = 'Populacao')
~label = 'Populacao')

ax.set_xlabel ('Tempo')
ax.set_ylabel ('Populacao')
plt.show ()

# Método de Euler

it_euler (0, 10, 0.001, 10000)
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# Definindo o método de Euler
def it_euler(t, x, h, n_steps):
X = [x]
T = [t]
for k in range(n_steps + 1):
FS.set_variable ("Populacao", x)

axisbelow=True)
#ax.plot (T, X,

Ib!
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