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Resumo

Um processo evolutivo em que o valor futuro apresenta alguma corre-
lagdo com o valor presente, em cada instante, é chamado de autocorrelaci-
onado. Este é, portanto, um procedimento apropriado para se estudar pro-
cessos ditos com “memoria”. Na literatura estatistica (estocdstica), existe
uma vasta bibliografia sobre o tema. Neste caso, a correlacio € estudada por
meio de métodos estatisticos, uma vez que em cada instante, o processo €
dado por uma varidvel aleatéria. No caso de um processo fuzzy, a ideia é
andloga: em cada instante o processo € descrito por um ndmero fuzzy, o qual
pode apresentar interatividade (correlagdo) quando o tempo varia. Dessa
forma, € preciso formalizar a nocao de interatividade entre niimeros fuzzy.
Dessa forma, o curso vai, desde conceitos elementares de interatividade en-
tre nimeros fuzzy até os recentes resultados do célculo diferencial e integral
interativo fuzzy. Também, sdo estudadas as equagdes diferenciais fuzzy e
problemas de valor inicial fuzzy, bem como métodos numéricos interativos
fuzzy. Por fim, sdo apresentadas algumas aplicagdes em biomatemadtica para
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ilustrar o tema aqui abordado.

Palavras-chave: Interatividade entre nimeros fuzzy, Célculo interativo
fuzzy, Equagdes diferenciais fuzzy, método niimerico.

Piblico-alvo. Nivel graduacio e pds-graduacio.
Pré-requisitos. Calculo diferencial e integral e conceitos de numeros fuzzy.

1 Introducao

A primeira publicacdo sobre teoria de conjuntos fuzzy € devida a Lofti Asker
Zadeh em 1965 [61]. O objetivo dessa teoria € incluir algum tipo especifico de
incerteza ao campo da matematica. Essa abordagem ¢ tipica da teoria de conjun-
tos uma vez que lida com pertinéncia de elementos a um conjunto com certo grau
de associacdo, que varia de 0 a 1. Essa estratégia, além de estender a nocao de
pertinéncia de um elemento a um conjunto, permite agregar € manipular matema-
ticamente e computacionalmente a incerteza inerente a fendmenos de interesse.

A abordagem via teoria de conjuntos fuzzy tem sido aplicada com éxito em di-
versas areas da ciéncia, como por exemplo em geologia [54], diagndsticos médicos
[5, 42], otimizacao [29, 39, 38], biomatemadtica [55, 45, 36, 35], fisica [44, 43],
quimica [60, 52, 53], engenharia [19, 37] entre outros. Um vasto campo de es-
tudo, envolvendo modelagem considerando incertezas, € o de cdlculo diferencial
e integral para processos fuzzy. Esse minicurso segue essa linha de estudos, es-
pecificamente, aqui € proposto um material didatico para estudo inicial de célculo
para processos fuzzy interativos.

Interatividade € uma relag@o entre nimeros fuzzy, introduzida por Zadeh [62],
que se assemelha a no¢cdo de dependéncia para o caso de varidveis aleatorias,
na teoria de probabilidade. A interatividade fuzzy estd atrelada ao conceito de
distribui¢des de possibilidade (ou de pertinéncia) conjuntas [21, 12, 7], que é ex-
plorada nesse minicurso, tanto do ponto de vista tedrico quanto aplicado como
apresentado aqui. O estudo de célculo diferencial interativo tem sido desenvol-
vido recentemente pelo nosso grupo de pesquisa. Dentro do cédlculo fuzzy a nog¢ao
de interatividade esta presente nas derivadas e integrais fuzzy.

Na literatura diversas derivadas fuzzy foram propostas, sem usar explicita-
mente a nocdo de interatividade, como por exemplo a derivada de Hukuhara
[40, 25, 48], Hukuara-generalizada [49, 9] e generalizada [8, 10]. Tais deriva-
das sdo obtidas através de um limite de diferencgas entre nimeros fuzzy. Recente-
mente foi constatado que tais derivadas sdo casos particulares de derivadas fuzzy
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interativas, isto €, a diferenga associada a tais derivadas incorporam a nog¢do de
interatividade [59].

A primeira derivada fuzzy que considera interatividade do tipo linear foi apre-
sentada em [7, 34]. As derivadas de Hukuhara e suas generalizacdes nao sao as
unicas derivadas que consideram esse tipo de relacdo. A derivada de Fréchet, pro-
posta por Esmi ef al. [17] também é um exemplo de derivada interativa, assim
como as derivadas propostas em [7, 59]. E possivel modelar fendmenos, utili-
zando a relacdo de interatividade em equagdes diferenciais fuzzy, baseando-se em
hipéteses bem estabelecidas na literatura. Por exemplo, em um modelo epide-
mioldgico do tipo suscetivel-infectado, considera-se que a populacdo, em cada
instante de tempo, seja constante, ou seja, S(t) + I(t) = k, Vt € R, com k > 0.
Supondo que as populacdes iniciais de suscetiveis e infectados sejam dados por
numeros fuzzy, a condi¢do dada anteriormente s6 € satisfeita no caso em que se
utiliza interatividade [7, 58].

Esse minicurso utiliza essa abordagem para tratar de derivadas e integrais
de processos fuzzy com memdria, isto €, processos cujos valores futuros pos-
suem uma relacdo funcional com os valores atuais ou passados. Esses processos,
também chamados de processos fuzzy interativos autocorrelacionados, sdo seme-
lhantes aos processos existentes em séries temporais, como por exemplo processos
de Markov, que possuem aplicacdes em diversas areas.

Outros exemplos surgem nas areas de quimica e fisica. Isto €, considerando
um sistema dindmico que estd sob a hipdtese da lei de conservacdo de massas,
e que a posicdo inicial da particula (no caso fisico) ou a concentracdo de um
reagente (no caso quimico) sd@o dados por nimeros fuzzy, a lei s6 é respeitada se
a relacdo de interatividade for utilizada [57, 53].

Além do estudo analitico, € possivel tratar de EDFs do ponto de vista numérico.
Nesse sentido, varios métodos foram propostos [2, 1, 24, 33, 31, 23]. No entanto,
nenhum deles utiliza a no¢do de interatividade. Wasques et al. [58, 56, 60] pro-
puseram métodos numéricos para fornecer solucdes para EDFs, baseando-se no
conceito de interatividade entre nimeros fuzzy. Tais métodos sdo extensdes dos
métodos classicos de Euler e Runge-Kutta, e portanto, podem ser utilizados em
qualquer equacao diferencial fuzzy n-dimensional.

Esse texto estd divido da seguinte forma. Na Secdo 2 sdo fornecidos os con-
ceitos bdsicos necessarios para o melhor entendimento e compreensao da teoria de
célculo fuzzy. A Secao 3 se dedica ao aprofundamento da rel¢ao de interatividade
entre numeros fuzzy. Na Secao 4 um estudo aprofundado sobre Calculo Diferen-
cial e Integral Fuzzy em Rg4) € apresentado. Na Se¢do 5 as consequéncias do
uso da interatividade em Equagdes Diferenciais sob R4 sdo discutidas. Por fim,
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a Sec¢do 6 encerra o estudo através do uso de uma interatividade proveniente de
uma familia de distribui¢des .J, e suas aplicagdes em equagdes diferenciais fuzzy.

2 Preliminares

Esta secdo revisa alguns conceitos bdsicos e notagdes da teoria de conjuntos
fuzzy e nimeros fuzzy que serdo usados ao longo deste minicurso.

Um (sub)conjunto A de um universo X # () é descrito por sua funcdo de

pertinéncia 1, : X — [0, 1], sendo que p4(x) significa o grau que x pertence
a A. Por conveniéncia denotaremos i 4(x) por A(x). Usamos o simbolo F(X)
para denotar o conjunto de todos os subconjuntos fuzzy de X. Os a-niveis de um
subconjunto fuzzy A sdo subconjutos cldssicos definidos por:
Al = {x € X : A(z) > a} para0 < o < 1 e, quando X é um espago
topoldgico, por exemplo X = R", [A]p = {z € U: A(x) > 0}. Vamos focar
numa classe particular de conjuntos fuzzy de R chamada nimeros fuzzy, que sera
denotada por Rp.

O ndmero fuzzy generaliza o ndmero real cldssico e € uma ferramenta impor-
tante em aplicacdes de conjuntos fuzzy e 16gica fuzzy.

Definicao 1 (Nimero Fuzzy). [5, 16] Um subconjunto fuzzy A de R é um niimero
fuzzy se

i. todos os seus a-niveis sdo intervalos fechados e ndo-vazios de R, e
ii. osuportede A, supp(A) ={x € R: A(z) > 0}, é limitado.

Denotamos os a-niveis de um nimero fuzzy A por [A], = [a;,a], « € [0,1].
O comprimento (length) do a-nivel de A é definido por

len([A],) = a} — a,, paratodo a € [0, 1].

O didmetro de A é definido como diam(A) = len([A]).

A familia dos nimeros fuzzy, cujas fungdes a_, a} : [0,1] — R sdo continuas
com respeito a «, € denotada por Rg.. Um tipo de numero fuzzy que pertence a
familia Rg. € o nimero fuzzy triangular. Ele ¢ denotado pela tripla (a; b; ¢c) com
a < b < ce seus a-niveis sdo dados por

a4+ a(b—a),c— alc—Db)], Ya € [0,1].

Na Figura 1 podemos ver o nimero fuzzy triangular A = (3, 5;4;4,5).
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Figura 1: Nimero fuzzy triangular A = (3, 5;4;4,5).

Definicao 2. [13] A métrica d., em Rg € definida para cada A € Rg e B € Rg
como segue:

doo(A, B) = sup max{|a, —b_|,|al — 0|}
0<a<l

A norma de um niimero A é definida por || A|| = ds (A, 0).

O principio de extensdo de Zadeh € uma ferramenta matemadtica usada para
estender funcdes cldssicas para um dominio fuzzy. Considere f : X — Y e
A € F(X). A extensdo de Zadeh de f em A é o conjunto fuzzy f(A) € F(Y)
dado por [61]

A~

FA@ = swp Al) 1)
zef~1y)

sendo f~!(y) denominado pré-imagem de y pela fungdo f,isto €, f~(y) = {z €
X | f(x) = y}. Por defini¢do, sup@) = 0. O principio de extensdo de Zadeh
também pode ser definido para funcdes com multiplos argumentos como veremos
a seguir.

Considere f : X1 x ... x X, = Ye A, € F(X;),i =1,...,n. O principio
de extensdo de Zadeh de f em (A, ..., A,) é o conjunto fuzzy f(A;, ..., A,) €
F(Y') dado por

~

flA, .. A (y) = sup min {A;(x1), ..., A.(z,)}. (2)

(xl ,..A,:vn)effl(y)

O préximo resultado nos permite caracterizar os c-niveis da extensao de Za-
deh de uma fun¢do continua em termos dos a-niveis de seus argumentos.

Teorema 1. /6, 32]
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(a) Se f:R — R éuma funcdo continua e A € R, entdo f(A) € Rg, e

[ (A)]a = f([Ala), Vo e[0,1].

(b) Se f:R"™ — R é uma funcdo continua e A; € Rg, i = 1,...,n, entdo

A

f(Al,...,An>€RF,€

[F(AL Aoy A = F[Ar]as [A2)as - - -5 [Anla),  Vae[0,1].

O principio de extensdo de Zadeh pode ser usado para definir operagdes aritméticas
para numeros fuzzy.

Definicao 3 (Aritmética usual para nimeros fuzzy). Considere A, B € R.

1. A soma de A e B é dada por A+ B = +(A, B), sendo +(a,b) = a + b
para todo a,b € R.

2. Adiferenca entre A e B é dada por A—B = ~(A, B), sendo —(a,b) = a—b
para todo a,b € R.

3. A multiplicagdo entre A e B é dadapor A-B = (A, B), sendo -(a,b) = ab
para todo a,b € R. Se A = )\ € R, entdo chamamos de multiplicacdo por
escalar e denotamos por \B.

4. A divisao de A por B, 0 ¢ [Blo, é dada por A +~ B = (A, B), sendo
+(a,b) = a + b para todo a,b € R, b # 0.

onde @ é a extensdo de Zadeh da opera¢do @ € {+,—,-, = }.

O resultado a seguir é uma consequéncia do Teorema 1 e caracteriza as operagdes
aritmética entre nimeros fuzzy em termos de seus a-niveis.

Proposicao 2. [5, 26] Considere A, B € Rg com [A], = [a,,al] e [Bla =
b, b]. Para cada o € [0, 1], temos

* [A+ B], =[a;, +b,,al +b}].
* [A— Bly=[a; — b, af —b]]

a?) «

* [A- B], = [minY,, maxY,], sendo Y, = {a_ b, ,a b}, atb, albl}.

a“a) Voo
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* Se A=\ eR, entdo
B [N D] se A >0
ABla = AlBla = { b Abe] seA <0

* [A+ B], = [min Z,, max Z,|, sendo Z, = {%, %, Sa az_ } se 0 & [Blo.

Exemplo 1. Considere A = 2 e os nimeros fuzzy triangulares A = (—1;0;1) e
B = (1;2;4). Como [A], = [a—1,1 —a] e [B]a = [1 + a,4 — 2a], tem-se

* [A+ B], = [2a,5 — 3qa].

* [A— B]o=[3a—5,—2q].

[A—A],=[a—2,2—a] #]0,0].

[A-Bl, = [-2(a — 1)(a —2),2(a — 1)(a — 2)].

2B]a = 2[Bla = [2(1 + @), 2(4 — 2a)].
[A+ Blo =[(a—1)/(1+a),(1-a)/1+a).
B+ Bl,=[(1+a)/(4—2a), (4 —2a)/(1+a)] £ [1,1].

No Exemplo 1, vemos que A — A = A+ (—A) # 0, isto é, ndo existe inverso
aditivo. Desta forma, o espaco de nimeros fuzzy com a aritmética usual ndo
satisfaz a estrutura algébrica de um espaco vetorial.

Para contornar esta situacao, foram propostas outras definicdes de subtracao.
Entre as principais destacamos a diferenca de Hukuhara e suas estensoes.

Definicao 4. [40] Sejam A, B € Rg. O nimero fuzzy D é a diferenca de Hu-
kuhara de A e B, denotada por D = B —p A, se

D=B-ygA&s B=A+D.

Note que se B —p A existe, entdo len|B], > len[A],, para todo o € [0, 1].
Com o intuito de contornar a restricdo acima foi proposta a no¢do de diferenca
generalizada de Hukuhara.
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Definicao 5. [49] Sejam A, B € Rg, a diferenca generalizada de Hukuhara (ou
gH-diferenga) é o niimero fuzzy D, se ele existe, tal que

B=A+D

B_QHA:D<:>{0L¢ A=B-D"’

“

sendo que “+” e
niimeros fuzzy.

representam, respectivamente, a soma e subtragdo usual de

Se B — ;i A existe, entdo [8]

B —yn Alo = [min{b; —a;,b) —al}, max{b, —a,,bl —al}]. (3)

o) o al) o

Definicao 6. [8] Um niimero fuzzy P € R é considerado positivo (resp. nega-
tivo) se seu conjunto de nivel 1, [py , pf|, estd a direita (resp. Esquerda) de 0 € R,
ou seja, se p; > 0 (resp. p; <0).

Proposicao 3. [3, 4] Se B e C sdo niimeros fuzzy positivos, entdo P = B ® C' é
definido por [P, = [p,, pt], onde

p, =b c] +bic, —bici ept =blel +bfct —bfch 4)
para todo « € [0, 1], é um niimero fuzzy positivo.

A operacdo bindria © em R dada na Proposi¢do 3 é chamada de produto
cruzado entre os nimeros fuzzy B e C.

Definicao 7. [3, 4] O produto cruzado é definido para quaisquer niimeros fuzzy
cujo 1-nivel contém apenas um elemento, ou seja,

Re = {A € R : [A] tem apenas um elemento}. (5)
Na Proposicéo 3, podemos escrever by = b = by ec; = ¢ = cy.

Note que o produto cruzado entre B e C' € a extensao de Zadeh da linearizacao
de f(z,y) = xy em torno de (by, c;), isto é, da fungdo linear E(B, ('), onde
L(z,y) = c1x + by — biey. [27].

A seguir vamos apresentar algumas integrais para fungdes f : R — Rg.

A nogdo de integral de Aumann fuzzy foi introduzida por Puri e Ralescu [41].
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Definicao 8. (Integral de Aumann) [41, 25] Considere a funcdo fuzzy F : |a,b] —

Re. A integral de Aumann F sobre [a, b], denotada por (F A) f; F(t)dt, é definida
através de seus a-niveis:

ey bF(t)dt] —wf " (F(O]d = (4) / T

b
= { / y(t)dt | y : [a,b] — R é uma selecdo mensurdvel de [F()]a},
(6)
para todo « € [0, 1], sempre que (6) define um niimero fuzzy.

De acordo com [25, 41], uma fungdo F' : [a,b] — Rg € dita ser fortemente
mensuravel se, para cada o € [0, 1], F,(t) = [F(t)] é (Lebesgue) mensuravel
em [a, b] com a métrica d..,. Além disso, F' : [a,b] — R é dita ser integrével e
limitada se houver uma funcéo integravel h : [a,b] — R tal que || F(¢) ||< h(t)
para todo ¢ € [a, b].

Proposicao 4. [25] Se I : [a,b] — Rg é uma funcdo fortemente mensurdvel,
limitada e integrdvel, entdo F' é uma integral de Aumann fuzzy sobre [a, b].

De acordo com a Observacao 4.2 de [25], se a fungdo F': R — Rg é Aumann
fuzzy integravel em [a,b], entdo as integrais das fungdes f, e f.I sobre [a, b
existem and satisfazem a igualdade:

ey bF(t)dtL -/ oyt / b frto]. @

para todo « € [0, 1].
Além da nocdo de integral de Aumann fuzzy, existem outros conceitos de
integrabilidade fuzzy.

Definicdo 9. (Integral de Riemann Fuzzy) [22] Uma func¢do F : [a,b] — Rg é
dita ser Riemann fuzzy integrdvel se existe S € R tal que para todo € > (0 existe
0 > 0 tal que para toda particdo a =ty <ty < ... <t, =bcomt; —t,_1 <,
1=1,...,n, tem-se

doo (i F(&)(tz - ti_1>, S) < €,

sendo & € [ti_1,t;), i = 1,...,n, e a somatdria é dada em termos de adi¢do
usual. Nesse caso, S é a integral de Riemann fuzzy de F sobre [a,b] e é denotada
por (FR) f: F(s)ds.
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A préxima proposi¢cao mostra que as integrais de Aumann e de Riemann fuzzy
coincidem quando a funcdo integrante € continua.

Proposicao 5. [8] Se F : [a,b] — Rg é uma funcdo continua, entdo as integrais
de Aumann e Riemann fuzzy de F' existem e sdo iguais, isto é,

(FA) / " F(s)ds = (FR) / ’ F(s)ds.

3 Interatividade Fuzzy

O conceito de interatividade entre dois conjuntos fuzzy foi proposto por Zadeh
[62] e desempenha um papel analogo ao conceito de dependéncia e independéncia
de varidveis aleatorias. A interatividade entre dois nimeros fuzzy se da por meio
de uma distribuic@o de possibilidade conjunta (ou associa¢ao conjunta) [14].

As operacdes usuais entre nimeros fuzzy sao obtidas através do principio de
extensdao de Zadeh que € definido em termos da t-norma do minimo. Podemos
generalizar tais operagcdes se consideramos outras t-normas na Equacao (2). Mais
geralmente, por meio de uma distribuicdo de possibilidade conjunta.

Definicao 10. (Distribuicdo de possibilidade conjunta (DPC)) [12, 21] Um con-
Junto fuzzy J € F(R™) é uma distribuicdo de possibilidade conjunta (DPC) para
A1, ..., A, € Rg se cada A; é a projecdo de J, isto é,

A =PFJ)(y)= sup J(z), YyeR, Vi=1,...,n.

z€R™ x;=y
Definicao 11. [14] Os niimeros fuzzy A4, ..., A, sdo ndo interativos se sua DPC
é dada por J(x1,xs,...,1,) = Ai(x1) A ... AN Ay(xy,) e dessa forma, [J], =
[A1]a X ... X [An]a Yo € [0, 1]. Caso contrdrio, Ay, ..., A, sdo chamados de J-

interativos ou, simplismente, interativos e, neste caso, [J], C [Ai]a X ... X [Ap]as
Va € [0, 1].

Denotamos a familia de distribui¢des de possibilidades conjuntas de R™ pelo
simbolo F;(R™).
Se J € F;(R?), entdo J é uma DPC de A € Rr e B € Rf desde que

max J(z1,73) = A(r1) e max J(zy,z2) = B(xs), V(21,72) € R% (8)

Neste caso, A e B também sido chamadas de distribui¢des de possibilidade margi-
nal de J. A Figura 2 ilustra uma distribuicao de possibilidade conjunta arbitraria
J com distribui¢des de possibilidade marginais A e B.

10
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IR

suppA x suppB

Figura 2: Uma distribuicdo de possibilidade conjunta J de A € Rge B € RE.

Sejam A e B nimeros fuzzy J-interativos e f : R? — R. De acordo com
[12, 21], a extensdo sup-.J de f em (A, B) é o conjunto fuzzy f;(A, B) de R tal
que

LABE=fU)E) = s J(ey) Ve R ©)

sendo f71(2) = {(z,y) € R? | z = f(z,y)} .
Teorema 6. [6, 20, 32] Sejam A, B € Rg, J uma DPC cuja as distribuicdes
de possibilidades marginais sdo dadas por A e B de forma que cada [J], é um

conjunto ndo vazio, conexo e compacto. Se f : R> — R é uma funcdo continua,
entdo f;: Rp Xx R — Rg € bem definida e

[f1(A, B)la = f([J]a) para todo « € [0, 1]. (10)

Para definir as operagdes aritméticas entre nimeros fuzzy interativos basta
substituir o principio de extensdo de Zadeh (Equacdo (2)) pelo principio sup-J
(Equacao (9)).

Segundo [11], se existe uma funcao F : R — R tal que a DPC J é dada por

J(l‘, y) - A(x)X{(u,v), v:}'(u)}(xa y) = B(:U)X{(u,v); v:}'(u)}('r’ y)7 (1 1)
entdo os nimeros fuzzy A e B sdo chamados de F-interativos. Uma vez que .J
satisfaz P»(.J) = B, pode-se mostrar que (11) é equivalente a B = F(A), isto é

B(y) = sup pa(z) (12)
z€F~1(y)

11
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para todo z € R. Logo, se F é uma fun¢do continua, do Teorema 1, temos que os
a-niveis sao dados por

[Bla = F([Ala), Va € [0,1].
Se F invertivel, entdo A = F _1(B ) e, neste caso,
[To = {(z, F(2)) € R?|z € [Ala} = {(F'(y),y) € R?|y € [Blo}.  (13)

Tudo isso dito, temos que, se A e B sdo nimeros fuzzy JF-interativos, entao
as operagoes aritméticas B ® r A sdo definidas por

(B®; A)(y) = sup A(z) (14)

xe@él(y)

sendo @' (y) = {z|ly =2 ® 2, 2 = F(2)}, e ® € {+, —, X, +}. Pelo Teorema
6, se F é uma fung¢do continua, entdo temos, Vo € [0, 1],

* [B+rAla={F(x)+z Rz e[A]};
* [B-rAla={F(x) -z eRlz e [Ala};
* [B-rAla = {zF(z) € Rlz € [Ala};
* [B+rAla={F(z) +z eRlze[Al.},0¢& A
A multiplicagdo por escalar A\B com B = F(A) é dada por
ABla = AF(A)]a = MF([Ala) = {AF(z) € Rlz € [Al.}.
Ademais, se F ¢ diferencidvel em [A],, entdo

by +a;,bf +af] | se F'(z) >0

[B+rAla =< [bF +a,,b, +af] ,se —1<F(x)<0 ,VoelAl, (15
by +al,bf +a;] , se Fl(z) < -1
e
[bo — aq, b5 —al] , se F(x) > 1
[B—7xAlo =< [bf —al,b, —a;] ,se0<F'(z) <1l ,Vze[A], (16)
[bo —al by —ag] , se F'(z) <0

Da Equagdo (3), observamos que B — » A coincide com B —;y Ase F'(x) > 0
para todo = € [A]o. Isto ocorre porque a g H-diferenga € uma subtracao interativa
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[59]. Por outro lado, se F'(x) < 0 para todo x € [A]y, temos que B —x A
coincide a diferenga usual. Similarmente, da Proposigdo 2, se F'(z) > 0 para
todo x € [A]o, entdo B +x A coincide com a soma usual B + A. O mesmo ndo
ocorre para B - Ae B +r A.

Um caso particular da F-interatividade é quando consideramos F(z) = gz +r
COMO Veremos a seguir.

Definicao 12. [12] Os niimeros fuzzy A, B sdo linearmente interativos (ou line-
armente correlacionados) se existem q,r € R tais que a correspondente DPC J
de A e B é dada por

J(;E, y) = A(x)X{(u,U), U:C(u)}(x7 y) = B(y)X{(u,U), U:L(u)}(xv y)a

para todo x,y € R, sendo L(u) = qu + r. Ademais, se ¢ > 0 (¢ < 0) entdo
dizemos que a correlagdo é positiva (negativa).

Da Equagdo (13), os a-niveis da DPC J na Defini¢do 12 pode ser reescrita
como:

o =A{(z, gz +7) |z € [Ala}.

Uma vez que cada [J], é um conjunto conexo e compacto de R?, temos que B =
qA+r,isto é, B é a extensdo de Zadeh da fung¢do £ = qu + r aplicada ao nimero
fuzzy A (ver [7]). Assim, [B], = q[A]. + r para todo « € [0, 1]. Além disso, se
g = 0 entdo temos que B = r € R ¢ linearmente interativo com A € R, desde
que B=r=0-A+r.

Como consequéncia do Teorema 6 temos que, para todo « € [0, 1]

o« [B4c Alo = (q+ 1)[Ala + 73

* [B—cAla=(¢—1D[A]a+71;

« [B-£ Al = {gz® + 72, € Rlz € [A]);

« [Brr Al ={g+Z Rz e[A.},0¢[Al.
Note que B+, A =rseq = —1[12].

Consequentemente, se F(u) = L(u) = qu + r, nas equagdes (15) e (16),
temos que [7]

by +ag. b5 +ag] ,seq>0

«

B+, Ala =< [bf +a,,b, +at] ,se —1<¢g<0

a)) o

(b, +al, bt +a,] ,seq<—1

o

13
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e
by —ag,by —al] ,seq>1
[B—rAla=1< [bf —al,b, —a;] ,se0<qg<1 .
b, —al, bl —a] ,seq<0

Exemplo 2. Considere os nimeros fuzzy triangulares A = (—1;0; 1) com [4], =
[a—1,1—ale B=0,5-A—2=(-2,5;—-2;—1,5). Dessa forma,

« [B+4; Ao = (1,5)[A]la — 2 =[1,5a — 3,5, -0,5 — 1, 50];
e [B—; Al =(-0,5)[A)a —2 = (0,500 — 2,5, —1,5 — 0, 50;
« [A—p Alu = (1—1)[Ala +0=1[0,0] = 0;

e [B-zAla=[0,502+a—1,5,0,50% — 3a + 2, 5];

« [B+Bla={1+2cRjze[Bl.}=[11=1

Finalizamos essa se¢do com o conceito de numero fuzzy simétrico. Tal con-
ceito € usado para estabelecer uma classe de nimeros fuzzy interativos que forma
um espago de Banach de nimeros fuzzy.

Definicao 13. Dizemos que A € Rg é simétrico em relagdo a x € R se A(x—y) =
A(z + y) para todo y € R. Neste caso, denotamos (A|x). Se ndo houver v € R
tal que A seja simétrico, dizemos que A é ndo simétrico.

3.1 Numeros fuzzy A-correlacionados

Para um dado nimero fuzzy A, o conjunto de todos os nimeros fuzzy linear-
mente correlacionados com A € dado por [7, 17]

Re(a) = {B € Re : [Bla = q[A]o + 1, Vo € [0,1]}. (17)

Note que R C Rg(4).

Quando A € R € ndo simétrico, a funcio U, : R? — Rf(4) € um isomor-
fismo, de modo que ¥4 induz uma soma+y, € multiplicacdo por escalar -y ,,
onde +y , € -y, sdo dados por

* By, C=Uu(0,'(B)+¥,(0)), VB,C € Reay;

* vy, B=UA(vU,'(B)), VB € ReayeVy € R.

14
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Assim, temos que (Rp(4), +v,, ‘v, ) € um espaco de Banach de dimensdo 2 sobre
R [17]. Note que, para ¢, € R, temos que ¢ -y, A +v, 7 = gA + r, sendo que
+ e - denotam, respectivamente, a soma e produto por escalar usuais de nimeros
fuzzy.

Observe também que se A € Rg € ndo-simétrico e B,C' € RE(4), definidos,
respectivamente, por B = gA +r e C' = mA + n, entdo

* B4y, C=(q+m)A+ (r+n);
* B—y,C=(q—m)A+ (r—n);
* B—y,B=(@q—qQA+(r—r)=04A+0=0.

A soma entre dois nimeros fuzzy A-linearmente correlacionados sempre produz

um ndmero fuzzy cujo didmetro nao excede o didmetro da soma usual em R, ou

seja, B +y, C € B+ C,VB,C € Rp4). Em particular, A -y, B = X\ - B [17].
A norma || Bl|y, € dada por

IBllw, = 194" (B)ll (18)

e, é facil ver que, VB,C € R4y, anorma | - ||y, induz a métrica dy , (B, C) =
1B —w, Cllw, em Rea).

Definicao 14 (A-Produto cruzado [27, 28, 30]). Seja A € IRQ,: ndo simétrico. O
U 4-produto cruzado entre B e C é definido por

P=Boy,C=c1B+y, bC —g, bicy, (19)

onde +v, (—w,) representa a soma (subtragdo) em Re(ay, [B]1 = {b1}, [C]: =
{Cl} eP e RF(A)-

Considere A € R ndo simétrico com [A]; = {1} # 0, B = ¢gA+re
[B]y = {b1}. De (19), vemos que se

1 q 2 T
By, = (_b_%) A+ <a — b_%) com by = qay +r
entdo B Oy, By = Byl Oy, B =1.[27,28,30].

Definicao 15. [27, 28, 30] Seja A € RF ndo simétrico. A VU 4-divisdo entre B e
C é definida por
B+y,C=Boy, Cyl, (20)

sempre que [C]; # 0.
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Na Definicao 15, vemos que a ¥ 4-divisdo entre dois nimeros fuzzy A-linearmente

correlacionados € uma extensao direta da divisdo entre nimeros reais, isto €, se
A, B € R, entdo A +y, B = a + b sempre que b # 0. Assim, a divisdo coincide
com a divisao classica quando os elementos envolvidos sdo crisp.

Exemplo 3. Considere A € ]RAF ndo simétrico e B, C' € Rg(4), dados, respectiva-
mente, por B = gA +r e C = mA + n. Sendo assim, [B]; = {b} = {qa+1r}e
[C]y = {c} = {ma + n}, com [A]; = {a}. Logo,
B Oy, C = (cq+bm)A+ (cr + bn — be)
(2agm + qn +mr)A + (rn — a*qm).

4 Calculo Diferencial e Integral Fuzzy em R )

Nesta secao vamos apresentar uma forma préatica para calcular derivada e inte-
gral de processos fuzzy A-linearmente correlacionados I : R — Rg(4), definidos
por

F(t) =Wa(q(t),r(t)) =qt)A+r(t), VteR
onde ¢,7 : R — R.
Seja A € Rf ndo simétrico e F, G : [a,b] — Rp(4), tais que

F(t) = Walgr(t),rr(t) = qr(t)A +7r(t)

G(t) = Yalga(t),ra(t)) = qa(t) A+ ra(t).
A adicdo e subtragdo entre F' e (&, a multiplicacdo por escalar e o produto curzado
entre I’ e (G sdo definidos, respectivamente, por

(F e, G)(t) = F(t)+e, G),
Awy F)(E) = Ay F(1) = AF (1)
(FOw, G)(t) = F(t)Ow, G(1)
paratodot € [a,b] e A € R.

Teorema 7. [17] Seja F' : R — Rg(ay dada por F(t) = q(t)A + r(t). Se as
fungoes q,r : R sdo continuas em R entdo a funcdo F' é continua na métrica d..

Teorema 8. [17] Se a fungdo F : [a,b] — Rga) € limitada, entdo q,r :
la, b] — R sdo limitadas.

Teorema 9. [17] Se F' : [a,b] — Rr(a), dada por F(t) = q(t)A +r(t), é Fréchet
diferencidvel, entdo é continua.
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4.1 Derivada Interativa

Definicao 16 (V-derivada). [15] Seja A € Rg ndo simétrico. A funcdo fuzzy
F : [a,b] = Rgay € V-diferencidvel em t, € [a,b] se existir um niimero fuzzy
F'(ty) € Rea tal que

lim = (F(to + ) —a, Flto)) = F'(to)

Neste caso, dizemos que F'(ty) é a V-derivada de F' em t,. Além disso, F ¢
U-diferencidvel em |a, b se F'(t) existe para todo t € [a, b].

A seguir, vemos que a derivada de Fréchet de processos fuzzy A-linearmente
correlacionados estd bem definida.

Teorema 10. [17] Seja A € Rg ndo simétrico. Sejam q,r : [a,b] — Re F :
[a,b] = Reqay tais que F(ty) = Va(q(to), r(to)), para todo ty € [a,b]. A fungdo
F' ¢é Fréchet diferencidvel em ty € [a,b] se, e somente se, existem ¢ (ty) e (1)
Adicionalmente, F'[to|(h) = Wa({ (to)h, r'(to)h) = ¢ (to)hA + 1'(to)h, para
todo h € R.

Teorema 11. [15] Seja A € Rg ndo simétrico. A fungdo fuzzy F : [a,b] — Re(a
é U-diferencidvel em t, € [a,b] se, e somente se, é Fréchet diferencidvel em
ty € [CL, b]

Corolario 12. [15] Seja A € Rg ndo simétrico. A fungdo fuzzy F : [a,b] —
Rr(a) € W-diferencidvel em ty € |a,b] se, e somente se, q,r : [a,b] — R sdo
diferencidveis em ty. Além disso,

F'(to) = Wa (¢ (to), 7' (to)) = ¢ (to) A +7'(to).

Exemplo 4. Seja A € Rg ndo simétrico e F'(t) = W4(t,0) = At. Nesse caso, a
U-derivada de F é dada por F'(t) = U ,(1,0) = A.

Exemplo 5. Seja F'(t) = W,(sint,t) = Asint + t. A WU-derivada de F' é dada
por F'(t) = W (cost, 1) = Acost + 1.
A Figura 3 representa a fungdo F e a funcio F' ().

Teorema 13. [17] Sejam F,G : [a,b] — Rgay V-diferencidveis e A € R, entdo
(F +u, G)(t) = F'(t) +u, G'(t) e (AF)'(t) = AF (1),

Teorema 14 (Regra do produto). [47] Sejam F, G : [a,b] — Re(a) V-diferencidveis,
entdo

(F(t) ©u, G(t)) = F'(t) Ou, G(t) +u, F(t) Ou, G'(1);
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Figura 3: A curva tracejada representa o O-nivel e a curva continua representa o
1-nivel de F(t) e F'(t) do Exemplo 5, respectivamente, com A = (1;2;4).

4.2 Integral Interativa

Definiciio 17. [47] Seja A € Rf ndo simétrico. Uma fungdo F : [a,b] — Re(a
é Riemann interativa integrdvel (V-Riemann) se existe S € R tal que para todo
€ > 0 existe 6 > 0 tal que para toda particdo a =ty < t; < ... < t, = bcom
t,—t;i1<6,i=1,...,n, tem-se

<e. (21)

Wy

o Z PE)(t — 1) —u, S

sendo que &; € [t;_1,t;], i = 1,...,n, e a somatdria é dada em termos da soma
interativa (+v ,). Nesse caso, S é a integral de Riemann interativa fuzzy de F
sobre [a, b] e é denotada por (V 4) fab F(t)dt.

Teorema 15. [46, 47] Seja A € R ndo simétrico. A fungdo F : [a,b] — Rea),
dada por F(t) = q(t)A + r(t), é V-Riemann integrdvel, se, e somente se, as
fungées q,r : [a,b] — R sdo Riemann integrdvelis.

(1) / " P(s)ds ( / bq(t)dt)AJr / " byt 22)

Teorema 16. [46] Seja A € R ndo simétrico e F' : [a,b] — Rgay dada por
F(t) = q(t)A + r(t), Yt € [a,b] Riemann integrdvel. Se q,r : [a,b] — R sdo
continuas, entdo a fungdo integral G(t) = (V 4) f; F(s)ds é Fréchet diferencidvel
e G'(t) = F(t),Vt € [a,b].
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Teorema 17. [46] Seja A € Rg ndo simétrico, as fungdes q,v : [a,b] — R
continuas e F : [a,b] — Rga) Fréchet diferencidvel. Se F " é Riemann integrdvel,
entdo

(W) / F(s)ds = F(t) —y, F(a),

para todo t € [a,b].

Exemplo 6. Seja [ : [0, 7] — Rg(a), tal que F"(t) = (cost)A. Logo,

(\I!A)/O (coss)Ads = (sint)A —yg, (sin0)A = (sint)A.

40 S
s # ~

30 L4 b
25 4 h

Ez20 ’ \

Figura 4: A curva tracejada representa o 0-nivel e a curva continua representa o
1-nivel de F'(t) do Exemplo 6, respectivamente, com A = (1;2;4).

Teorema 18. [47] Sejam F,G : [a,b] — Re(ay W-diferencidveis, entdo

b b
(‘IJA)/ F(t) Op, G'()dt = [F(t) O, G(1)], ~w, (\I’A)/ G(t) O, F'(t)dt.

Exemplo 7. Calcule a integral da fungdo (V) [ H(t)dt, sendo que H(t) =
tA®g, costAe [A]l; = {a}, coma > 0.
Considere F'(t) = tA e G'(t) = costA. Assim, pelo Exemplo (6), temos que
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G(t) = sintA. Logo, pelo Teorema 18, temos que

(Vy) / H(t = [tAQu,sintAlj —u, (\IIA)/ sintA Oy, 1Adt
0

= |
—v, (Va) /7r (2asint)A + (—a®sint)dt

= [0A+0] —y, [(—2acost)A+ (a° cos t)]z)r

= [0A+0)] —g, [(4a)A + (—2a2)} = (—4a)A + (2a%).

(2atsint)A + (—a*t sin t)]g

4.2.1 Métodos Numéricos

Nem sempre € possivel calcular a integral analiticamente. O motivo pode ser o
integrando muito complicado, a falta de uma expressdo analitica para a integral
ou o integrando sendo conhecido em apenas alguns pontos, ou seja, apenas amos-
tras do integrando estdo disponiveis. Por estas razdes iremos apresentar alguns
métodos numéricos de integracao.

Definicao 18 ( W-Regra do trapézio). [47] A V-Regra do trapézio é dada por

h

(Va) [ F(tdt = 5IF(@) o, FO) = QrlF) 23)

onde b — a = h. Isto é,

Qr[F] = Y4(Qrlg),Qr[r]) = QrlglA+ Qr[r],

onde Qrlq] e Qr[r] sdo as regras do trapézio para as fungées q e r sobre [a,b],
respectivamente.

O erro de aproximagdo em (23) € dado por

ErlF] =~ WA (1) 1"(1) = — S () A+ 7)) @)

para algum t,, ¢, € [a,b].
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Definicao 19 ( V-Regra de Simpson). [47] Considere os trés pontos de interpolagcdo
to=a,ti=a+hets =a+2h =05, onde h = b_T“ € a separagdo entre pontos
consecutivos. Logo, a V-Regra de Simpson é dada por

h

(T4) / bF(t)dt ~ 2 (F(to) +u, 4F () +u, F(t2) = Qs[F] - (25)

Isto é,

Qs[F] = Ya(Qslqg], Qslr]) = Qslg]A + Qslr],

onde Qs(q] e Qs|r] sdo as regras de Simpson para as fungédes q e v sobre [a, b|,
respectivamente.

O erro de aproximacao em (25) é dado por

h5
90

[P (t) A+ D)) (6)
para algum ¢, ¢, € [a,b].
5 Equacoes Diferenciais Ordinarias em Rg (4

Nesta se¢do vamos apresentar aplicagdes em equagdes diferenciais ordinarias
para processos fuzzy A-linearmente correlacionados.
Considere o problema de valor inicial fuzzy

X'(t) = F(t.X(1)
{X(a) e ’ @D

sendo A € Rg ndo simétrico, F' : [a, b] X Rea) — Rea) continua e Xy € Re(a).

Lema 19. [46] A fungdo X : [a,b] — Rgay € uma solugdo para o problema de
valor inicial (27) se, e somente se, F' é continua e satisfaz, Vt € |a,b|, a equacdo
integral

t
X(t) = Xo +w, (\IIA)/ F(s, X(s))ds. (28)
Exemplo 8. Considere o modelo de dacaimento malthusiano

X'(t) = =AX(@)
{ X(0) = 3A+2€Rpn (29)
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X(t)

Figura 5: A curva tracejada representa o O-nivel e a curva continua representa o
1-nivel da solu¢do X (¢) do sistema (29) com A = 0.2, A = (0;1; 3) e condi¢do
inicial Xy = (2;2.5;3.5).

sendo A > 0.
A solugdo X : [a, b] — Rg(a), se escreve como

X(t) = q(t)A+r(t) (30)

sendo ¢,7 : R — R.
Substituindo a Equacao (30) no sistema (29), obtemos o seguinte sistema

’

i =
r(t) = —=Ar(t

q(0) = 3 D
r(0) = 2

Resolvendo o sistema (31), obtemos a solu¢do do PVIF (29), que é dada por
1
X(t) = §exp(—)\t)A+2eXp(—)\t). (32)
A solu¢do do PVIF (29) pode ser vista na Figura 5, com A = 0.2, o ndmero
fuzzy triangular A = (0; 1; 3) e condigdo inicial X, = (2;2.5;3.5).
Exemplo 9. Agora considere A € Rf(4) no modelo de decrescimento malthusiano
(29), temos

{X'(t) — —AGw, X(t) a3

X(O) = %A+2ERF(A)’
sendo A = \A+ Xae A, Ay > 0.
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Figura 6: A curva tracejada representa o O-nivel e a curva continua representa o
1-nivel da solu¢do X (t) do sistema (33) com A = 0.24 + 0.2, A = (0;1;3) e
condi¢do inicial X, = (2;2.5;3.5).

O produto cruzado entre A e X (¢) é dado por

—A Oy, X(t) = (—2a1q(t) — \r(t) — () X2) A+ (= Aor(t) + a®Miq(t)),(34)

onde [A]; = {a > 0}. Agora, usando (34) e substituindo (30) no sistema (33),
obtemos o seguinte sistema correspondente

!

q Et§ = —2a)\(1q)(t) — )xlr((t)) —q(t) Az

r(t) = —Xor(t) +a*Xq(t

q(0) = 3 &
r(0) = 2

A solugdo do PVIF (33) € encontrada ao resolvermos numericamente o (39). A
solucdo pode ser vista na Figura 6.

Exemplo 10. Considere o modelo de crescimento logistico com capacidade de
suporte crisp

X(t) = X(t)Ou, (k—u, X(t))
{ X(0) = 3A+1€eRpuy ’ (36)

sendo 0 < k£ € R.
A solugdo X : [a, b] — Rg(a), se escreve como

X(t) =q(t)A+r(t) (37)

sendo ¢,7 : R — R.
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Figura 7: A curva tracejada representa o O-nivel e a curva continua representa o
1-nivel da solu¢do X () do sistema (36) com £ = 8, A = (0;1;3) e condigdo
inicial Xy = (1;1.5;2.5).

O produto cruzado entre X (¢) e k — X (t) é dado por

X(t) 0w, (k—w, X(t) = (—2a¢*(t) + kq(t) — 2q(t)r(t))A
+ (kr(t) — 2 (t) + a*¢*(t)), (38)

onde [A]; = {a > 0}. Agora, usando (41) e substituindo (37) no sistema (36),
obtemos o seguinte sistema correspondente

qjgtg = —2(a§f<t)T fq(t)—(?q)(t)ﬂt)

r(t) = kr(t)—r3(t) 4+ a®¢*(t

0 =} )
r(0) = 1.

A solucdo do PVIF (36) € encontrada ao resolvermos numericamente o (39). A
solucdo pode ser vista na Figura 7.

Exemplo 11. Agora considere a capacidade de suporte fuzzy K € Rf(4) em (36),
temos )
X (t) = X(t) Ow, (K Ty X(t)) (40)
X(0) = 3A+1€Rey ’

onde K = k1 A+ky e ky, ks > 0. Logo, o produto cruzado entre X (t) e K — X ()
¢ dado por

X(t) Ou, (K —y, X(t) = (2akiq(t) — 2aq*(t) + kaq(t) — 2q(t)r(t) + k(1)) A

+ (kar(t) = r*(t) — a’kaq(t) + a*¢*(1)),
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Figura 8: A curva tracejada representa o O-nivel e a curva continua representa o 1-
nivel da solugio X (¢) do sistema (36) com K = 1A+ 4, A = (0;1; 3) e condigdo
inicial Xy = (1;1.5;2.5).

onde [A]; = {a > 0}. Assim, obtemos o seguinte sistema correspondente
q (t) = 2akiq(t) — 2ag*(t) + kaq(t) — 2q(t)r(t) + kar(t)
r(t) = kor(t) — r?(t) — a’kiq(t) + a’¢>(t)
o) = 1 4

=N

r(0) =

A solugdo do PVIF (40) € encontrada ao resolvermos numericamente o (42). A
solucdo pode ser vista na Figura 8.

Em [30], é possivel ver o estudo da equagdao de Hutchinson que ¢ um caso
mais geral que o modelo logistico (Exemplos 10 e 11), pois considera também
delay no tempo.

6 Numeros Fuzzy J,-Interativos

Esta sec@o estudard um outro tipo de interatividade que € associada a uma
familia de distribui¢cdes de possibilidade conjunta parametrizada J,, em que o
pardmetro y assume valores no intervalo [0, 1] e estabelece o nivel de interativi-
dade entre as varidveis fuzzy.

As distribui¢oes J, sdo mais amplas que a DPC J;, no seguinte sentido, ndo
ha restricdes quanto a forma dos nimeros fuzzy. Por exemplo, um nimero fuzzy
simétrico pode ser .J,-interativo com um nimero fuzzy ndo simétrico, ou ainda,
um nimero fuzzy triangular pode ser J,-interativo com um numero fuzzy trape-
zoidal, o que ndo ocorre em Rg(4).
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Para a construcdo desse tipo de distribuicdo de possibilidade conjunta, € ne-
cessario utilizar o conceito de translagdes de nimeros fuzzy, introduzidos em [50].
Sejam A, B € R tais que [A], = [a,,al] e [Bla = [b,,b1], Yo € [0,1]. Os

numeros fuzzy transladados correspondentes sao dados por

A® () =A@ —a) ¢ BY(x)=B(x—-1b), Vz€R,

- -t
emque a = 1 —; U ep= ! sdo os pontos médios dos 1-niveis de A e B,
respectivamente.

Os a-niveis de A® e B® sio denotados por [A@], = [(a@), (a@)}] e
[B@], = [(6®), (b®)F], sendo (@) = a; —a, (@)} = o} —a, 0O, =

b —b,e (b®)F = bt — b, para todo « € [0, 1].
A familia de distribui¢des de possibilidade conjunta .J, € definida a partir da
seguinte funcdo de pertinéncia [18].

min{A(z,), B(z2)} ,se (z1,29) € P(7)

. 43)
0 , Caso contrario ’

Jy<ﬂ?1,l’2> = {

em que P(vy) := Pa(y) U Pp(y) é definida pela regido onde a relagdo fuzzy .J,
satisfaz .J, (u,v) > 0. O conjunto P(vy) é dado por

Py = (U U {z} x Lu(z,0,7)

a€l0,1] \zefaz,al}

Ps(v) = | U | U & xb@an]|,

a€0,1] \ze{by b}

sendo que

Lz, 0,7) = b+ f5(@) +1((0P)g = £5@), 5+ f5(@) + 9O = f5@),

3]

Ip(,a,7) = [a+ fE(2) +7((@?); = fa(2),a+ f5(2) +7((0'D)] = f5(2))],
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com f§ e fp dados respectivamente por

fi(x) = min{(max{—(z — @), (0®);)}), ("))}

f(x) = min{(max{—(z =), (@?))}), (a)1)}.

A interpretagio associada ao pardmetro v € [0, 1] € a seguinte, quanto mais
proximo de O for o valor de v, maior € a interatividade entre os nimeros fuzzy
A e B, de modo que a DPC J; € similar a DPC .J;. Enquanto que quanto mais
proximo de 1 for o valor de v, menor € a interatividade entre os nimeros fuzzy A
e B, de modo que a J; € igual a J,, isto é, a DPC J; remete a ndo interatividade.

Podemos também definir uma aritmética para numeros fuzzy interativos, se-
gundo a familia de DPCs J,,, conforme Teorema 20.

Teorema 20. Sejam A, B € Rg., cujos a-niveis sdo [A]l, = |a,,al] e [Blo =

b,,,b%), e J, a DPC entre A e B dada por (43). Para cada y € [0, 1], tem-se que
A+, B € R, e os a-niveis de A+, B sdo dados por
[A+y Bla = [eq, ] +{a+b} (44)
sendo,
Ca = I0f hiy 5)(B,7) € cq = = sup h(A+B (8,7). (45)
com

Ity (B,7) = max{ (a®)5 + (0O)F +((a®)F = (a);),

(@) + (60); +5((6O)F - (10);),
(@) + )}

A soma interativa +, satisfaz também a seguinte condi¢do, A+, B C A+.,B
para todos A, B € Re. e 0 < 75 < 7y < 1. Tais propriedades serdo observadas
nos métodos numéricos apresentados nesse minicurso.

A diferenga baseada nesse tipo de interatividade é definida por A —, B =
A+, (—B), e seus a-niveis sdo dados através do seguinte teorema.
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Teorema 21. Sejam A, B € Re, cujos a-niveis sdo dados por [A]* = [a,,al] e

[B]* = [b;,b]. Portanto, para todo « € [0, 1] tem-se
[A = Bla = [dy, d3] + {a = b}, (46)
em que
dy = 10 hiy_p)(B,7) e dg —SuphA 5 (B:7)- (47)
com

hapy(B,7) = min{ ()5 — 605 +7((6")5 = (D)),
(@) = (0®)F +7((@®@)5 = (@@)),

7((a(7) - (b“’) )}

his_p) (B 7) = max{ (a®); — (b ?)g +9((a@)§ = (a')3),
(

a®)5 = )5+ ((6")F — ()5,
v((a(“’)g (6)5)}

Através das férmulas fornecidas pelos Teoremas 20 e 21 € possivel calcular a
soma e a diferenga entre numeros fuzzy com diferentes niveis de interatividade.

Exemplo 12. Sejam A = (1;2;3) e B = (1;2;3;4) nimeros fuzzy. As somas
J.-interativas sdo dadas por

A+, Ala = [v(—=2+20),7(2 — 200)] + 4.

[A+, Blo = [-0.54+ (=24 2a),0.5 + 7(2 — 2a)] + 4.5.

Veja que para v = 1, a soma obtida € a usual, enquanto que para 7y = 0 a
soma A +o A € igual a soma A +; A negativamente correlacionada. Isso ocorre
em geral, isto €, a soma via 7 = 1 remete a ndo-interatividade e a soma v = 0 é
equivalente a soma negativamente correlacionada, quando essa existe.

Ja no caso da soma entre A e B a soma via J;, ndo é possivel ser computada,
ja que A e B ndo sao completamente correlacionados. As Figuras 9 e 10 ilustram
a soma .J,-interativa para v € {0;0,25;0,5;0, 75; 1}.

Exemplo 13. Sejam A = (2;3;5;6) e B = (0;4;8) nimeros fuzzy. Assim, as
diferengas J,-interativas sao dadas por

[A— A" = [y(—4 + 20),7(4 — 20)] + 0.
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Figura 9: Soma J,-interativa A +, Aparay = 0,7 =0,25,7=0,5,7=0,75¢
v=1,com A = (1;2;3).
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Figura 10: Soma J,-interativa A +, B paray =0,7=0,25,7v=0,5,7= 0,75
evy=1,comA=(1;2;3)e B=(1;2;3;4).

[A—, B]* = | /\ min{2 - 38+ 7(=8+8B), 2+ 33 +y(—4+28),7(—6 + 58)},

B>a

\/ max{2 — 38 + (4 - 28), =2+ 38+ (8 — 83),7(6 — 58)} | +0.

B>a
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Para v = 1, a J,-diferenca € equivalente a a diferenga usual entre niimeros
fuzzy, como pode ser visto nas Figuras 11 e 12. Por outro lado, para a diferenca
J-interativa, com v = 0, coincide com a g-diferenca entre nimeros fuzzy.

1 1

08 08

0.8 0.8

04 ’}’ 04

0.2 02

%25 35 35 4 45 5 55 %25 3 35 4 45 5 55 6

—Gamma=0
- --Gamma=0.25
Gamma=0.5

Figura 11: Diferenga J,-interativa A —, A paray = 0, v = 0,25, v = 0,5,
v=0,7ey=1,com A = (2;3;5;6).

1 —Gamma=0 ||
---Gamma=0.25|
0.4

&
IS
™~
ol
n
IS
@

Figura 12: Diferenga J,-interativa A —, B paray = 0, v = 0,25, v = 0,5,
v=0,7ey=1,com A = (2;3;5;6) e B = (0;4;8).
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A partir da J,-diferenca € possivel definir uma nova familia de derivadas
fuzzy, que incorpora a no¢ao de interatividade.

Definicao 20. Sejay : R — Re, zo € Re d > 0. Para cada h € (—6,0) \ {0},
considere Jy, a distribuicdo de possibilidade conjunta entre y(zo + h) e y(zo), e
seja J = {Jn |0 < |h| < 0}. A derivada interativa da fung¢do fuzzy y : R — Rp.
em xo com respeito a J, é dada por

lim y(zo+ h) —y, y(l'o)’
h—0 h

(48)

se o limite existe. Nesse caso, o limite (48) é chamado de derivada interativa de vy
em xg e é denotado por y'; (o).

Motivados por essa familia de DPCs, estabelecemos um conceito de derivada
interativa para fungdes fuzzy, que podem ser utilizadas em EDFs. Por exemplo,
um PVIF considerando a derivada interativa fuzzy .J, pode ser escrito como

5 (2) = f(y(2),2)
{ Vo) ek “

Isso significa que para determinar a solucdo para esse problema, é necessério
primeiramente definir qual € a familia de distribui¢cdes que esta sendo considerada.
Em particular, se a familiade DPCséaZ = {J,, |0 < |h| < §} em que J,, sdo as
DPCs entre y(zo + h) e y(x) dadas por (43), entdo v é chamada de Z-derivada
interativa de y.

Observe que para uma funcdo fuzzy y : R — Rf. dada, as DPCs J,, relaci-
onam os nimeros fuzzy y(t) e y(t + h), para todo h € R. Do ponto de vista de
sistemas dindmicos, tem-se como objetivo estabelecer alguma informacao sobre
o futuro y(t + h), sabendo o presente y(t), com h > 0. Neste caso particu-
lar, a informagéo € fornecida através das DPCs J,. Por exemplo, se temos como
hipétese que a fungdo fuzzy deve ter diametro decrescente com respeito ao tempo,
entdo a férmula (43) com v = 0 produz a dinAmica com essa propriedade.

Como visto no Exemplo 13, a diferenca generalizada fuzzy € um caso par-
ticular de diferenga interativa, pois € obtida através da DPC Jy. Sendo assim,
definindo-se J,, = Jy, para todo h > 0, temos que a g-derivada de uma fungio
fuzzy y : R — Rg. coincide com a Z-derivada interativa de y, como enunciado
no teorema abaixo.

Teorema 22. Sejay : R — Rg.. Entdo y é g-diferencidvel se, e somente se, y é
I-diferencidvel.
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Como a g-derivada generaliza as derivadas Hukuhara e Hukuhara generali-
zada, entdo estas também sao casos particulares de derivadas interativas.
Numericamente o PVIF dado em (49) pode ser estudado como

y(wo + h) — y(xo)
h

para todo h > 0.
A expressdo a direita pode ser vista como uma generalizagdo do método cléssico
de Euler. Essa abordagem serd discutida na préxima subsecao.

= fly(x),x) <= y(x0 + h) = y(z0) +~ h(f(y(z), 7)),

6.1 Métodos numéricos para Equacoes Diferenciais Fuzzy via J,

O método cléssico de Euler € utilizado para aproximar as solucdes cldssicas
de equacdes diferenciais ordindrias a partir de uma condicao inicial, dada por

2'(t) = f(x(t),1)
{ z(tp) =0 € R~ (50)

O algoritmo do método de Euler € descrito por

Tpy1 = Tk + hfi(te, Tr), (51)

com(0 < k < N —1,em que N é o nimero de particdes que o intervalo é
dividido, h é o tamanho de cada subintervalo [ty, ;1 1], cuja condi¢@o inicial é
dada por (g, 7).

Em nosso caso, consideraremos que a condicao inicial serd incerta e dada por
numeros fuzzy. Desse modo, as aritméticas presentes no método de Euler devem
ser adaptadas para esses nimeros. Sendo assim, a partir de uma condig¢ao inicial
dada por nimero fuzzy, o método fica [18]

X1 = X+ hf(te, Xi). (52)

Para ilustrar melhor essa abordagem, considere o modelo populacional de
Malthus dado pelo seguinte PVIF

' (t) = \x(t)
{ l’(gfo) =X € RFC ’ (53)

com A > 0.
Para o PVIF dado em (53) a soluc@o numérica é determinada por

Xps1 = Xi +7 h(AXy). (54)
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Figura 13: Visdo superior da solu¢cdo numérica para o modelo de Malthus dado
em (54). As linhas continuas, tracejadas, pontilhadas, pontilhadas-tracejadas e
em negrito representam as solu¢des numéricas para v = 0, v = 0,25, v = 0,5,
v =0,75e 7y = 1, respectivamente. A condi¢@o inicial é dada por A = (0;1;2) e
os parametros utilizados foram h = 0,125e A = 0, 5.

A Figura 13 ilustra a solu¢do numérica para diferentes valores de . Veja
que essa abordagem permite considerar solugdes com didmetros crescentes ou
decrescentes, baseados na escolhas dos valores de v € [0, 1].

Com isso € possivel fornecer solu¢cdes numéricas que possuem um compor-
tamento qualitativamente similar ao caso cldssico, mas com diferentes compor-
tamentos sobre a incerteza que evolui ao longo da dinamica. Por exemplo, para
v = 1 a solu¢do numérica possui um didmetro crescente e portanto propaga incer-
teza ao longo do processo, enquanto que para v = 0 temos um didmetro descres-
cente podendo assim controlar a incerteza ao longo do processo.

Podemos utilizar essa familia de distribui¢des de possibilidade conjunta para
fornecer solugdes para EDF através do principio de extensdao sup-.J, conforme
descrito na préxima subsecao.

6.2 Solucoes via principio de extensdao sup-J/ para Equacoes Diferenciais
Fuzzy via J,

Para essa abordagem, também consideramos um sistema descrito por uma
equacao diferencial em que as condic¢des iniciais sdo incertas e dadas por nimeros

fuzzy, isto é,
2'(t) = f(x(t),1)
{ {L‘(to) =g € RFC ' (53)
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Para resolver essa EDF através do principio de extensdo sup-.J € preciso pri-
meiro obter a solug@o analitica classica da equag@o diferencial 2/(t) = f(x(t),?),
para que em seguida seja estendida pelo principio de extensao. Quando se tem
uma unica condi¢do inicial fuzzy, o principio de extensdo sup-J produz a mesma
solugdo, independemente da conjunta .J escolhida (em particular para J,).

Sendo assim, para constatar as vantagens de se utilizar a familia J, conside-
raremos um exemplo um pouco mais sofisticado. Considere a seguinte equagao
diferencial que descreve uma dinamica de adveccao

Uy + Kug, =0

u(e,0) = () 0

em que r representa a velocidade constante, n(xz) uma fun¢ao de descreve a
condi¢do inicial do problema, u; e u, s@o as derivadas parciais com respeito ao
tempo e ao espacgo, respectivamente.

A equacdo de advec¢ao € amplamente utilizada nas areas de fisica e engenharia
para descrever o transporte de substancias ou quantidades, através de um fluxo.
Por exemplo, para descrever o transporte de poluentes em um rio.

A solugdo de (56) € dada por

u(z,t) = n(x — kt). (57)

Considerando que no sistema (56) a condicdo inicial seja fuzzy, isto é, n(x)
atribui para cada x € R um valor fuzzy, utilizaremos o principio de extensao sup-
J para estender a soluc¢do u(x,t) = n(z — xt). Para exemplificar, considere o
sistema abaixo

us + 0.5u, =0

u(x,0) = Aexp(—(z — 2)*) + B (58)
A€ RFC

B e RFC

Tomando A = (0;0.5;1) e B = (0;0.25;0.5), obtemos as seguintes solu¢des
representadas nos graficos abaixo [51]

As Figuras 14, 15 e 16 apontam que o local de maior incerteza ocorre no ex-
tremo valor da solugdo cldssica. Essa incerteza pode ser controlada pelas DPCs
J. Na verdade, o didmetro das solugdes fuzzy, para cada x, € decrescente con-
forme o valor de v diminui, corroborando os resultados tedricos estabelecidos em
[18]. Essa propriedade estd associada com o fato de que J, € J,, para todo
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WA 2 >~ _— o0s
0o (b Space 0o uxt)

(a) Solucaoemt = 0. (b) Solugdoem ¢t = 3.8.

- 2 >~ — o0s
0 o u(xt) Space 0o uxt)

(c) Solugdoemt = 5.8. (d) Solugdoem ¢ = 7.8.

Figura 14: Solucdo fuzzy de (58) via principio de extensao sup-.J, para J = J;.

2o~ s 2~ " o5
P S
Space 0o e Space 0 o u(x.)

(a) Solucaoemt = 0. (b) Solugdoem ¢t = 3.8.

Space ’ \\t\:’\/; - kO‘us(x,t) Space ’ 4\\0\\/0/ - 0:“0
(c) Solugdoemt = 5.8. (d) Solugdoem ¢t = 7.8.

Figura 15: Solucdo fuzzy de (58) via principio de extensao sup-J, para J = Jy 5.

0 < A < v < 1. Consequentemente a solugdo fuzzy obtida por .Jy é mais es-
pecifica que Jy 5 € J1. Em outras palavras, o uso de interatividade faz com que a
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(a) Solucaoemt = 0. (b) Solugdoem ¢t = 3.8.

2 05 2 7 05

o u(x.t) ) u(x.t)

(c) Solugdoemt = 5.8. (d) Solugdoem ¢ = 7.8.

Figura 16: Solucdo fuzzy de (58) via principio de extensao sup-.J, para J = J.

solugdo fuzzy propague menos incerteza que no caso de nao interatividade. Ainda
mais, dentre os valores de v € [0, 1], a .Jy produz a menor incerteza possivel.

7 Consideracoes Finais

Historicamente, o cdlculo diferencial e integral para processos fuzzy em geral,
isto €, para funcdes fuzzy que a cada nimero real associa um numero fuzzy, € feito
a partir da extensdo do calculo para fun¢des intervalares. Nesse procedimento, as
operagdes aritméticas envolvidas (exceto a diferenca) ndo consideram qualquer
tipo de “dependéncia’entre os intervalos (numeros fuzzy, no calculo fuzzy) en-
volvidos. Na nossa terminologia, os nimeros fuzzy envolvidos sdo ndo interati-
vos. Como a diferenca ndo interativa nao admite inverso aditivo (A — A # 0),
optou-se pela diferenca de Hukuhara na defini¢do de derivada para funcdes fuzzy
[40]. Ainda assim, o calculo diferencial sofre do defeito de incluir em seu con-
texto apenas fungdes com diametros crescentes. De algumas forma, tal defeito é
transferido para a integral e, mais ainda, para equagdes diferenciais fuzzy [25, 8].

Com o objetivo de evitar boa parte desses defeitos, principalmente a limitagao
de tratar apenas os processos com diametros crescentes (aumento de incertezas, do
ponto de vista do fendmeno) alguns autores tém feito adaptagcdes na diferenca de
Hukuhara e, consequentemente, na derivada para fungdes fuzzy [49, 10]. Porém,
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muitos defeitos permanecem. Por exemplo, as somas de Riemann consideram
aritméticas nao interativas.

Nosso grupo tem atacado esses problemas alterando completamente todas as
operacOes aritméticas envolvidas a partir do conceito de nimeros fuzzy interati-
vos, analogo aquele usado para varidveis aleatorias, que consideram distribui¢des
de probabilidades.

O minicurso, portanto, é de aspecto tedrico e trata de calculo diferencial e
integral para processos fuzzy interativos. Como no caso estocdstico, tais proces-
sos apresentam autocorrelaciao entre instantes distintos, o que permite modelar
fendmenos sob efeito de memoria, muito comum em fendmenos naturais, como
os bioldgicos. Tecnicamente, tais correlagdes (dependéncia entre estados) sdo
modeladas pelas chamadas distribuicdes de possibilidades conjuntas (andlogas as
distribui¢des de probabilidades conjuntas no caso estocéstico). Cada distribuicao
de possibilidades conjunta atribui o tipo especifico de interatividade entre os nu-
meros fuzzy envolvidos. Embora haja uma infinidade de conjuntas, cada uma
delas dando origem a diferentes aritméticas, o texto se concentra em duas diferen-
tes classes de interatividades: as F-correlacionadas - com destaque as linearmente
correlacionadas, e outra dada por uma familia parametrizada de distribuicdes.

Diferentemente do que chamamos de célculo interativos, o cdlculo diferencial
e integral fuzzy até entdo, se utiliza de aritmética para nameros fuzzy ndo intera-
tivos, o que limita em muito o tratamento de fendmenos, principalmente aqueles
supostamente com memorias.

Por motivos concretos, o texto foca no célculo interativo em que as distribu-
icdes de possibilidades sdao do tipo F-correlacdo (Capitulo 3) - com destaque as
linearmente correlacionadas (Capitulo 4 e 5) e também pela familia parametrizada
de distribuicdes (Capitulo 6).

O texto apresenta métodos analiticos € numéricos tanto para integragdo de
fungdes fuzzy bem como para equacdes diferenciais fuzzy. Além disso, procurou-
se comparar as diferentes abordagens apresentadas com métodos presentes na li-
teratura, se utilizando de aplica¢des na area de Biomatematica, com &nfase em
modelos populacionais como o Malthusiano e de Verhulst (ou logistico). Nes-
ses modelos foi considerada incerteza em diferentes aspectos, como incerteza nas
condig¢des iniciais e/ou no campo de direcdes. Através de diferentes conjuntas
€ possivel observar como a incerteza evolui para diferentes situagdes fenome-
noldgicas. Neste caso, é feita uma discussdo sobre “controle”da incerteza ao longo
da evolugdo de um processo fuzzy. No caso do processo envolvendo a familia de
distribui¢des parametrizadas (.J,), tal controle € feito via pardmetro v, ja que o
mesmo “mede”o nivel de interatividade entre as varidveis fuzzy envolvidas. Essa
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abordagem ¢ ilustrada através de um problema de adveccdo, muito estudado nas
areas de Biologia e Fisica.
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