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Um breve histórico da Lógica Fuzzy

• A lógica clássica se apoia em duas leis fundamentais:

• Princípio do Terceiro Excluído, que afirma que toda proposição deve ser
verdadeira ou falsa e;

• Princípio da não contradição, que diz que nenhuma afirmação pode ser
verdadeira e falsa simultaneamente.

• No século 19, George Boole criou um sistema de álgebra e teoria dos
conjuntos para lidar matematicamente com essa lógica de dois valores
(verdadeiro = 1 e falso = 0);

© Vinícius F. Wasques 2



Um breve histórico da Lógica Fuzzy

• Esses princípios levam a alguns paradoxos;

Paradoxo do mentiroso:

“Eu estou mentindo agora”

Paradoxo do barbeiro/Paradoxo de Russel:

“Considere uma cidade com apenas um barbeiro. Todos os homens da ci-
dade se mantêm barbeados apenas de duas maneiras: ou barbeando-se ou
indo ao barbeiro. Quem barbeia o barbeiro?”
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Um breve histórico da Lógica Fuzzy

• Bertrand Russell traz em sua obra
(Vagueness, 1923) uma discussão
sobre conceitos vagos e que a
lógica clássica inevitavelmente
leva à contradições.

Figura: Bertrand Russell. Fonte: Wikipedia

“ ... It is supposed that at first he was not bald, that he lost his hairs one by one,
and that in the end he was bald; therefore, it is argued, there must have been one
hair the loss of which converted him into a bald man. This, of course, is absurd.
Baldness is a vague conception; some men are certainly bald, some are certainly
not bald, while between them there aremen of whom it is not true to say theymust
be either be bald or not bald. The law of excluded middle is true when precise
symbols are employed, but it is not true when symbols are vague, as, in fact, all
symbols are.”
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Um breve histórico da Lógica Fuzzy

“Se a banana está amarela, então a banana está madura.”

Figura: Escala de maturação da banana. Fonte: Freepik
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Um breve histórico da Lógica Fuzzy

• Jan Lukasiewicz propôs em sua obra (O logice trójwartościowej, 1920) uma
lógica de três valores (verdadeiro = 1, possível = 0,5, falso = 0), que não teve
ampla aceitação;

Figura: Jan Łukasiewicz. Fonte: Wikipedia
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Um breve histórico da Lógica Fuzzy

• Motivado por todos esses
pensadores, Lotfi A. Zadeh
publicou o artigo “Fuzzy Sets”,
(1965), que tem hoje mais de 120
mil citações;

• Lotfi A. Zadeh nasceu em 4 de
fevereiro de 1921 no Azerbaijão.
Foi um matemático e engenheiro,
professor da Universidade da
Califórnia em Berkeley. Faleceu
(6 de setembro de 2017) com 96
anos.

Figura: Lotfali Askar Zadeh. Fonte:
Wikipedia
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Um breve histórico da Lógica Fuzzy

• Emigrou para o Irã para estudar
na Universidade de Teerão e
depois para os Estados Unidos
em 1944, onde continuou os
estudos no MIT;

• Recebeu diversas premiações
pelas suas contribuições, dentre
elas: Medalha Richard W.
Hamming (1992), Medalha de
Honra IEEE (1995) e Prêmio
Richard E. Bellman (1998).

Figura: Lotfali Askar Zadeh. Fonte:
Novayaepoxa
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Um breve histórico da Lógica Fuzzy

• De início os artigos de Zadeh não foram bem recebidos no ocidente;

• Ao longo do tempo a teoria foi ganhando seguidores principalmente no
Japão, e em seguida na Coréia do Sul, China e India;

• A intenção de Zadeh era criar um formalismo para lidar com imprecisões
do pensamento humano de forma mais eficiente;

• O princípio “fuzzy” estabelece que tudo é uma questão de grau de
associação, variando de 0 (falso) a 1 (verdadeiro);

• Uma afirmação totalmente verdadeira seria por exemplo “Todas as pessoas
são mortais”, uma vez que não há contra-exemplos para tal afirmação.
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Um breve histórico da Lógica Fuzzy

L. C. Barros e R. C. Bassanezi, (2021).

Tópicos de lógica fuzzy e biomatemática

Universidade Estadual de Campinas (IMECC-UNICAMP)

R. Belohlávek, J. W. Dauben and G. J. Klir, (2017).

Fuzzy Logic and Mathematics: A Historical Perspective.

Oxford University Press, USA

A. Garrido, (2012).

A Brief History of Fuzzy Logic

BRAINotes
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Lógica Fuzzy

Na literatura o termo “lógica fuzzy” é usado de duas formas diferentes:

• na teoria conjuntista, a fim de estender a teoria de conjuntos clássica;

• no sentido de “cálculo proposicional”, de modo a estender a lógica clássica.

A formulação matemática de incertezas via lógica fuzzy se diferencia da
probabilidade.

Enquanto a estatística lida com incertezas antes dos eventos ocorrerem, a
matemática fuzzy considera incertezas mesmo após o evento.
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Lógica Fuzzy

Por exemplo, no lançamento de uma moeda a probabilidade estima a “chance”
de cara ou coroa, sendo que após o lançamento não há incerteza.

Figura: Fonte: Istockphoto
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Introdução

Enquanto a lógica fuzzy infere sobre o resultado, se as faces da moeda não são
nítidas.

Figura: Fonte: Istockphoto
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Conjuntos crisp

Dado um subconjunto A de um universo U, a função característica de A,
χA : U → {0, 1}, é definida por

χA(x) =

{
1, se x ∈ A
0, se x /∈ A

.

A função característica de um número real a ∈ R é dada por χ{a}(x) = 1, se
x = a ou χ{a}(x) = 0, se x ̸= a.
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Exemplo de conjunto crisp

Considere o conjunto F dos números naturais pequenos:

F = {n ∈ N : n é pequeno}.

Se a propriedade “pequeno” for precisamente definida, temos:

χF(0) = · · · = χF(4) = 1 e χF(5) = χF(6) = . . . = 0.

Figura: Representação gráfica do conjunto clássico F = {n ∈ N : n ≤ 4}.
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Conjuntos fuzzy

Definição de subconjunto fuzzy

Seja U um conjunto universo. O subconjunto fuzzy A de U é caracterizado por sua função
de pertinência φA : U → [0, 1].

A função de pertinência deve ser entendida da seguinte forma:

O valor φA(x) em [0, 1] é o grau de pertinência que o elemento x está em A, de
modo que sua pertinência a A é tanto maior quanto maior for φA(x).
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Conjuntos fuzzy

No exemplo anterior a propriedade “pequeno” é precisamente definida. No
entanto, dependendo da situação, não é razoável que 4 seja considerado
“pequeno” enquanto 5 não.

Com intuito de fazer uma classificação com uma passagem não tão “brusca”,
podemos adotar uma função (de pertinência) para descrever essa passagem de
uma forma mais suave.

Propriedade: Se x for pequeno e y ≤ x, então y também deve ser pequeno, ou
seja, a função φF deve ser decrescente.
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Exemplo de conjunto fuzzy

Considere a seguinte função de pertinência:

φF(n) =

{
5−n
5 , se 0 ≤ n ≤ 4

0 , se n > 4
. (1)

Os números 0, 1, 2, 3, 4 são considerados pequenos, mas com diferentes graus
de pertinência.

φF(0) = 1, φF(1) = 0, 8, φF(2) = 0, 6, φF(3) = 0, 4 e φF(4) = 0, 2.
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Representação por conjuntos fuzzy

É razoável pensar que uma pessoa com um salário de 200 mil reais vive muito
bem. Podemos talvez classificá-la como rica.

Por outro lado, não há dúvidas que uma pessoa com salário inferior a mil reais
vive mal. Podemos classificá-la como pobre.

Estes casos representam situações opostas. Mas e uma pessoa que recebe 20
mil reais no Brasil? Podemos afirmar que esta pessoa vive bem! Mas podemos
classificá-la como rica?
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Representação por conjuntos fuzzy
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Operações entre conjuntos fuzzy

1. União: A união (A ∪ B) entre conjuntos fuzzy é dada pela função de
pertinência

φA∪B(x) = max{φA(x), φB(x)},∀x ∈ U
2. Intersecção: A intersecção (A ∩ B) entre conjuntos fuzzy é dada pela

função de pertinência

φA∩B(x) = min{φA(x), φB(x)}, ∀x ∈ U;

3. Complemento: O complementar (A′) de um conjunto fuzzy A é dada pela
função de pertinência

φA′(x) = 1− φA(x), ∀x ∈ U.
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Crisp × fuzzy

Figura: Número real (crisp). Figura: Número fuzzy (triangular)

Figura: Intervalo real (crisp). Figura: Número fuzzy (trapezoidal)
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Sistema Baseado em Regras Fuzzy

Uma variável linguística é uma variável cujo valor é:

• dado qualitativamente por termos linguísticos (que estabelece um adjetivo
da variável);

• dado quantitativamente por uma função de pertinência (um conjunto
fuzzy).
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Sistemas Baseado em Regras Fuzzy

Um Sistema Baseado em Regras Fuzzy (SBRF), especificamente controladores
fuzzy, é caracterizado por quatro componentes essenciais:

1. módulo de entrada (fuzzificação);
2. módulo de base de regras;
3. módulo de inferência fuzzy;
4. módulo de saída (defuzzificação).

Figura: Diagrama de um SBRF. O símbolo D(I(F(x))) é uma notação funcional do SBRF.
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Sistemas Baseado em Regras Fuzzy

• Módulo de fuzzificação: etapa em que as variáveis de entrada reais são
“traduzidas” por conjuntos fuzzy;

• Regras fuzzy: são formadas por regras do tipo
“Se entrada, então saída”.

As variáveis de entrada fazem parte do “domínio” e a saída do
“contradomínio” do controlador.

• Método de inferência fuzzy são os métodos que permitem manipular cada
entrada de modo a obter uma saída;

• Defuzzificação: constitui em representar um conjunto fuzzy através de um
número real.
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Modelo populacional de Malthus

Em dinâmica de populações é aceito o princípio:

“Em cada instante de tempo, a taxa de variação de uma população é diretamente
proporcional a ela mesma”

Malthus modelou essa lei pelo PVI
dx
dt

= λx

x(t0) = x0 ∈ R
, (2)

cuja solução é x(t) = x0eλt.

Agora a partir da lei é possível escrever a base de regras, considerando t como
entrada e variação dx

dt como saída.
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Modelo de Malthus


R1 : Se a população x for muito pequena, então a variação dx

dt é muito pequena.
R2 : Se a população x for pequena, então a variação dx

dt é pequena.
R3 : Se a população x for média, então a variação dx

dt é média.
R4 : Se a população x for grande, então a variação dx

dt é grande.

(a) Conjuntos fuzzy para o antecedente popula-
ção x(t).

(b) Conjuntos fuzzy para o consequente taxa de
variação dx

dt .
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Exemplo método de inferência de Mamdani:

Figura: A região em cinza B representa a saída do sistema por Mamdani e u ∈ R
representa o valor defuzzificado de B.
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Modelo de Malthus

A solução x(t) do modelo é dada através do método clássico de Euler:

xn+1 = xn + hSBRFf(xn),

em que SBRFf(xn) representa a saída do SBRF, produzido pelo controlador fuzzy.

Por exemplo, se h = 0, 1 e x0 = 2, temos que SBRFf(x0) ≈ 4, 1062 e assim

x1 = x0 + h · SBRFf(X0) = 2+ 0, 1 · 4, 1062 ≈ 2, 4106,

e o processo de iteração continua de modo similar para x2, x3, . . . , xn.
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Modelo de Malthus

Com isso, a partir da base de regras dada anteriormente, obtem-se a seguinte
solução dada na figura abaixo.

Figura: Soluções do modelo de Malthus via sistema p-fuzzy (linha pontilhada em azul) e
via EDO (linha em verde). Os parâmetros utilizados foram h = 0, 1, x0 = 2 e λ = 0, 47.
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Sistemas p-fuzzy

Esse método se baseia no uso de um sistema baseado em regras fuzzy e é
chamado de p-fuzzy.

Esse tipo de abordagem estuda problemas em que o campo de direções de
uma equação diferencial é conhecido apenas qualitativamente.

dx
dt

= f(x(t))

x(t0) = x0 ∈ R
,

sendo f descrito por uma base de regras fuzzy, consistente com o modelo a ser
estudado.
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Modelo de Verhulst

O modelo de Verhulst tem como hipótese que, devido à limitação de recursos,
há competição entre os indivíduos.

O modelo populacional discreto de Verhulst é descrito pela equação de
diferenças logística

xn+1 = λxn (1− xn) ,

em que a variável xn é a densidade populacional da n-ésima geração.

Três situações:

i) A sequência converge monotonicamente.

ii) A sequência converge, mas não monotonicamente.

iii) A sequência assume um comportamento oscilatório.
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Modelo de Verhulst

Considerando X como a variável de entrada e ∆X a de saída, temos a base de
regras típica para modelo logístico.

r1 : Se X é “baixa” (A1), então a variação (∆X) é “baixa positiva” (B2).
r2 : Se X é “média baixa” (A2), então a variação (∆X) é “média positiva” (B3).
r3 : Se X é “média” (A3), então a variação (∆X) é “alta positiva” (B4).
r4 : Se X é “média alta” (A4) então a variação (∆X) é “média positiva” (B3).
r5 : Se X é “alta” (A5) então a variação (∆X) é “baixa positiva” (B2).
r6 : Se X é “muito alta” (A6) então a variação (∆X) é “baixa negativa” (B1).

(a) Antecedentes da população X (b) Consequentes da variação ∆X
© Vinícius F. Wasques 33



Modelo de Verhulst

0 2 4 6 8 10 12 14 16
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analytic solution

For  = 1.9

(c) Caso convergência monotônica
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(d) Caso convergência não monotônica
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(e) Caso oscilatório de período 2
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Equações Diferenciais Fuzzy

Derivada Fuzzy / Campo com incerteza{
y′J (x) = f(y(x), x)
y(x0) = y0 ∈ RF

Abordagens:

• Utilizar conceitos de derivadas e
integrais fuzzy;

• Estender métodos numéricos
clássicos;

• Associar o PVIF com um sistema
de EDOs.

Condição inicial/fronteira Fuzzy{
y′(x) = f(y(x), x)
y(x0) = y0 ∈ RF

.

Abordagens:

• Utilizar princípios de extensões
fuzzy;

• Estender métodos numéricos
clássicos.
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Modelo de decaimento fuzzy

Considere o modelo de decaimento malthusiano{
X

′
(t) = −λX(t)

X(0) = A ∈ RF
, (3)

sendo λ > 0.

Figura: Solução fuzzy obtida pelo sistema (3) associada a derivada fuzzy
(correlacionada). Fonte: Barros, L.C. et al. Cálculo para Processos Fuzzy Interativos
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Modelo de advecção fuzzy

A equação de advecção é dada por{
ut + κux = 0
u(x,0) = η(x) ∈ RF

(4)

(a) Solução fuzzy em t0. (b) Solução fuzzy em t1.

(c) Solução fuzzy em t2. (d) Solução fuzzy em t3.

Figura: Fonte: Wasques, V. F. et al. Solution to the Advection Equation with Fuzzy Initial
Condition via Sup-J Extension Principle
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Aplicações - Cálculo fuzzy
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Aplicações - Biomatemática fuzzy
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Aplicações - Biomatemática fuzzy
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Aplicações - Biomatemática fuzzy

Figura: Para acessar a plataforma do Nomograma Fuzzy, clique aqui

© Vinícius F. Wasques 41

https://nfcp.ime.unicamp.br/home


Aplicações - Otimização fuzzy
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Aplicações - Redes neurais fuzzy

© Vinícius F. Wasques 43



Aplicações - Redes neurais fuzzy
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Outras aplicações
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Publicações na área de fuzzy - Brasil

Figura: Número de publicações na área de fuzzy no Brasil, de 1975 a 2022. Fonte:
https://www.scopus.com/
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